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Satser markerade med * dr pa listan. Ovriga resultat dr av intresse for bevisen,
eller for svarare uppgifter. Materialet presenteras med reservation for eventuella fel —
se 6ver och tdnk igenom sjalv for basta mojliga forstaelse!
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Definition (Komplex deriverbarhet). Lat G C C, f: G — C och 2y € G. Da ar
komplext deriverbar om det existerar f/(zg) := limj_.g Lot =f(z0) Oy
f P n

G &r oppen och f komplext deriverbar i hela G sa kallas f holomorf i G.

Sats* (2.13, Cauchy-Riemanns ekvationer). Ldt G C C éppen, f: G — C,
u(z) 1= Re(f(2)), v(2) := Im(f()).

(a) Om f holomorf i G sd loser u,v CR:s ekvationer:

Ou  0Ov
dr  dy of .of
%__@@@—Za
oy  Ox

(b) Om f € C' (dvs. har kont. partiella derivator) och u,v loser CR:s
ekvationer sa dr f holomorf.

Bevis. (a) Om f dr holo i G sé existerar f’(z20) Vzo € G. Gransvirdet f/(zg) :=

limy, o M ar da oberoende av riktning.

Lat h = Ax vara reellt. D4, enligt def. av partiell derivata:

J(z0 + Ax) — f(20) det %(zo) = %(ZO) + i%(zo)

/ _ .
J'(z0) = Alirgo Az T Oz

Lat h = Ay vara imaginért och p.s.s. (obs 1/i = —i)

ooy e fzo HiAY) — f(20) et 10f
I'(z0) = iAhyHiO iAy iy

(20) = g;;w - i%uo)

Satt de tva uttrycken for f/(zo) lika och betrakta real- och imag.del for sig
(eller 14s mittenleden direkt) si fas CR:s ekv.
(b) Kommer visa att

. flzo+h) = f(20) 2 Of
fimy h = 9z )

Skriv h = Az +iAy. D& f € C! s4 ar f diff.bar, vilket medfér

fzo + Az +iAy) — f(z0) = fr(20) Az + [ (20) Ay + o(|Az + iAy|) =
={fy =ifs} = fa(20) Az +if,(20)Ay + o(|Az + iAy|) =
= f1(20)(Az + iAy) + o(|] Az + iAy|)

z0 + Az + iAy) — f(z o(|Ax + 1A
Ax +iAy o= Ax +iAy  h—0
ix ﬁ/_/
fi o dominerar
dvs gransvérdet finns for godt. zg € G och speciellt da f holomorf. O



Definition (Konform avbildning). En avbildning f : G — C &r konform om
den bevarar vinkeln mellan deriverbara kurvor.

Lemma (Holomorfa kedjeregeln). Om f holomorf och v dr en deriverbar kurva

sd dr (f o) (t) = f' () (t).
Bevis. Enligt kedjeregeln i flervariabelmening géller

(F o) (0 = L6 Re'(0) + 5 ) (o) = (5 Ll Z =y

= f'(v() Re'(t) +if"(v(£)) Im ' (t) = f'(7(£))+'(t)
O

Proposition (2.11, satsen om konforma avb.). Om f holomorf och [’ # 0 sd
ar f konform.

Bevis. Lat 1 (t), v2(t) vara tva deriverbara kurvor som motsia = 1 (0) = v2(0),
och vi antar v1(0) # 0, v5(0) # 0.
Vinkeln mellan v och 5 i a ges av

0 := arg(73(0)) — arg(y1(0))

medan vinkeln mellan f o~y och fovys i f(a) ges av

1 = arg((f 012)'(0)) — arg((f o 1)'(0))
Men enligt géller (f o~;)(0) = f'(a)v;(0), j = 1,2 tillsammans med
arg(zw) = arg(z) + arg(w)
= arg(f'(a)y5(0)) — arg(f'(a)y1(0)) =
= arg(f{a)) + arg(15(0)) — arglFa)) — arg(y1(0)) =0



Proposition (4.6d, triangelolikheten for integraler).

Lfdz

Beuvis. Skriv fA/ fdz= ’fv fdz

/{fdz

=/ Re (e “ f(v(t) (1)) dt+i/ Im (e f(y(£))7' (1)) dt <

Re g(t)<|g(t)| =0 ty VL reellt

< [lera@n@la= [ [ o) Wl <
a

a

< max|f(2)| 1|
z€y

e’ dar 6 = arg(f7 fdz). DA giller

b
= [ fdz-e7= [ e fdz = O F(y()Y () dt =
L ze / . / (V)7 (1)

=1 <maxee, |£(2)]
b def
<max | [ /@) de D max )]
zey a zEey

O

Anmdarkning (fundamentalt exempel). Berdkna f‘z 2% dz, k € Z. Parametri-

sera med y(t) = e, t € [0,27].

27 27
/ 2Fdz = / (e“)k et dt = z/ (e”’)lﬁ_1 dt =
v 0 0

— / " (cos((k - 1)8) + dsin((k + 1)0)) dt = {0 k# —1 pga. symmetri
0

|=1

2mi k=-1

Definition (Homotopi). Lat 79,71 vara tva slutna kurvor i ett omrade G. Vi
kallar dem homotopa i G (v ~¢ 71) om det finns en kontinuerlig funktion
~(t,s) : [a,b] x [0,1] = G s.a.

(i) ¥(t,0) =0(t) Vt € [a,D]

(i) y(t,1) =71 (t) vt € [a,D]

(iii) v(a,s) = y(b,s) Vs € [0,1]
Funktionen ~ kallas féor en homotopi.

Definition (0-homotop). Om v &r en sluten kurva i G som dr homotop med
en punkt i G (dvs en konstant kurva 7, (¢) = p) sa kallas v kontraherbar eller
0-homotop (v ~¢ 0).



Sats* (4.18+4.20, Cauchys sats). Antag f holomorf i G och ~y,71 slutna
styckvis glatta kurvor i G s.a. vy ~q v1. Da gdller

/yofdz:/hfdz

och speciellt om ~y sluten st. gl. och v ~g 0 sd f“/ fdz=0.

Bevis. Antag att f € C' (f var holo) och att homotopin v mellan ~g,y; #r
styckvis C2. Lat v,(t) := v(t,s). Betrakta nu

/fdz—/f (t,s)) ’ydt

Enligt antaganden ar det tillatet att derivera under integraltecknet m.a.p. s:

gg:/:gs (fw >>‘3}) it

Vi utfor deriveringen av integranden. D& f holo anvénds [holo kedjeregeln

s (70N GT) = 5 G G+ f0tes) 5 =

ot Osot
= PN DD fas) oL

Med symmetrin i s,t kan vi p.s.s. betrakta

5 (£0NGL) = Foean Gt + sota) g2 = o (foen%)

Vi utnyttjar detta uttryck for derivatan. Analysens huvudsats tillampas i andra
likheten, och det géller att v(a,s) = v(b,s) Vs.

b
= 5= [ (0enG]) @~ 100 T00 - o e -

Dvs. I(s) oberoende av s. Speciellt géller [ fdz=1(0)=1I(1)= [ fdz.

Betrakta fallet dd v ~g 0 <= v ~g 7p dér v,(t) = p, dvs. 'yz’)(t) =0
Enligt ovan f“r fdz= fv fdz= f; F(p(t)) 7, () dt = 0. O
P M~ ——
= =0



Sats* (4.24, Cauchys integralformel vl). Lat f vara holomorf i ett omrade
G, w e G fiat, R € Rsg, D(w,R) C G. Da galler

1

flw)=— Mclz 0<r<R
2i ) z—w
|z—w|=r

Bevis. D& % holo i G\ {w} och C(w,r), 0 < r < R alla homotopa i G \ {w}
medfor att virdet pa integralen i HL &r oberoende av r. Vidare

har vi med variabelbyte enligt [det fundamentala exemplet| att

dz dz . 1 dz
= [ = =21 = — =1
z—w z 211 zZ—w

|z—w|=r |z|=r |z—w|=r

D4 f(w) &r en konstant eftersom w fixt kan vi multiplicera i bada led

flw) = o [ 00 ()
|z—w|=r

Genom att uppskatta skillnaden mellan leden ska vi visa att de faktiskt ar lika
i grans.

2 | 1 f(2)dz 1 f(z) = f(w)
0= %/7_11] — fw)| = %/ﬁd’: =

|z—w|=r |z—w|=r
Al 1£(2) — f(w)]
S S T I8 = ma 1f() = fle)l =5 0

—— [

ty f(z) — f(w) da f kontinuerlig. Men integralen var alltsd oberoende av r
r—r
och skillnaden mellan leden — 0 d& r — 0 = lika med 0 och past. foljer. [

Sats (Cauchys integralformel v2). Lat f wvara holomorf i ett omrade G,
w € G fizt, v sluten st. gl. kurva i G\{w} och vy ~c\(w} C(w,r), 0 <r <K 1.
Da galler
1
flw)=5— ) g,

27 N ETW




Sats* (5.1', CIF fér derivator). Ldt f vara holomorfi ett omrade G, w € G
fict, R € Rsg, D(w,R) C G. Da gdller

oy L f(z)
f(w)—z—m,/mdz 0<r<R
|z—w|=r

Bevis. Om |h| < r sd kommer w + h € D(w,r) och

f(w+h)m23m/z_f(z) o
|z—w|=r

fw+h) — f(w) co 1 B
— h B 27rzh/f (zw h zw) dz =

|z—w|=r

_{ 1 1 h }_
Clz—w—h z—w (z—w—-h)(z-w)|
:;m'/@wf(;))(zw)dz = 271r/<f(zz>d

|z—w|=r |z—w|=r

Vi maste motivera en sddan grénsévergang. Studera uppskattningen

‘/ (z—wfizzzglé—w */ é(j)j)z?’ B

|z w‘:r |Z w\—r
- B f(z)hdz
|:(z w— h)(z w)  (z— w)2 — (z—w— h)(z w) ’ Z*U/ h)( )2‘ —
|z—w|=r
v
S S 110111 o< |l w b2 || = |l =]
|z=—wl=r |z — w — hl|z — w| r—|h| > r/2 for |h| <r/2
SO TS
|z—w|=r r h—0

Vi har alltsa konvergens i gransovergangen under integralen. Gransen av diffe-
renskvoten ar lika med f’(w) och péastdendet f6ljer. O

Anmdarkning (Generalisering av CIF). Allmént géller med ett lampligt induktivt

resonemang att
k!
f(k)( )= — /( f(w))kJrl dz

2mi z—w
|z—w|=r

Speciellt ar alltsa alla derivator av f holomorfa.



Korollarium* (5.13, Liouvilles sats). Om f hel (holo i C) och begrinsad
(dvs. |f] < M < o0) sd dar f konstant.

Bevis. Tag godt. w € C. Eftersom f holo pa D(w,r) C C giller

: L e
f(w) - QM/(,Z’—U))QdZ
|z—w|=r
= \f’(w)\A<fi max O on _ ey HEI M
27 |z—w|=r |Z—’UJ|§¥ lz—w|=r T - r

Men da f hel kan vi gora den inneslutande cirkeln godt. stor dvs. r — oo.
= |f'(w)|=0 = f/=0 = f konstant. O
w godt. ats

Lemma. Givet p(z) := 2" +an,_ 12" 1+ +ag, n > 1, a; € C kan man vdlja
R >0 s.a. |p(2)| > |2|"/2 da |z| > R.

Beuwis.
p(Z) ‘ an—1 ag| ¥ |an_1| |a0| 1
LahNaa) QU b TN T T S (S 1 R %ol > =
’ z" + z ot P |z] [zn] — 2
om |z| tillrdckligt stort t.ex. om |z| > R > 2nmax{]a;|,1}. O

Sats* (5.11, Algebrans fundamentalsats). Ldt p(z) := 2™ + a,_12"" 1 +
«~+ag,n>1,a; €C. Dd finns zg € C: p(29) = 0.

Bevis. Antag motsatsen, dvs. p(z) # 0 Vz € C. D& blir f(z) := -4 hel. Vilj R

= )
som i [emmal
1 _ 2 _2
Ip(2)| ~ |z|™ — R"

och vi far en begréinsing da |z| > R. Men |f| ar kont. och D(0,R) kompakt
= |f| < ¢ pd D(0,R) for ngt. ¢ enligt sats.

= |f(2)l =

2
= |f] gmax{ﬁ,c}<oopé(C = f konst. = p konst.

vilket &r en motsdgelse da enligt forutsattningar n = degp > 1. O

Sats (Moreras sats). Om f kontinuerlig i omradet G och fv fdz =0 for
alla st. gl. slutna v i G, da dr f holo i G.



Sats* (8.8, Taylorutveckling). Antag f holo i D(zo,R). Dd har f en Tay-
lorutveckling i D(29,R) (ldt r < R)

- f¥ () _ 1 f(z)
Z):;ck(%%)k’ =T m/(z—zo)’f“dz
- |z—zo|=r

Bevis. Antag forst zo = 0. V&lj z € D(0,R) och r s.a. |z| <1 < R.

_L w1
271'2 - z 2mi w  1—z/w
w|—'r' |w|=r
Notera |i| = % <1l = 1= Z/w => 1o (i)k Gér denna omskrivning
i o R ()
\w|_1‘

Da Y77 (2)" likf. konv. pa C(0,r) (sats 7.31) och ’f<w ’ < M pa C(0r) ty

cirkeln kompakt och f kont. = Y7 f;”) (w) likf. konv. pa C(0,r) (enligt
sats kan vi flytta in begrdnsad fkn). Enligt sats 7.27 kan vi nu byta plats pa
summa- och integraltecken:

(o] ) o0
= dw = Z cpz
Z 271 w’“‘H Z 2mi w"“‘*‘1 -
jwl=r jwl=r =0

For zg # 0 lat w = z — 29, g(w) := f(z), g holo i D(0,R)

S s *) (0 (k) (4
= fl chw = cklz—20)", Ck=gk|():fk(:0)
k=0 k=0 . :



Sats* (8.14, klassifikation av nollstéllen/holo faktorsats). Om f holo i G
och f(z9) =0, da antingen

(i) f=01iG, eller
(ii) f(z) =(z—20)"g(z), m >1, g holo i G, g(z0) # 0.

Vi kallar zg nollstdlle av ordning m.

Bevis. Vilj r > 0 s.a. D(zp,r) C G. Kan d& skriva f(z) = Y po,cr(z — 20)F i
D(ZQ,’/‘).

Om ¢ # 0 for ngt k, 18t m := min{k : ¢; # 0}. Notera att ¢g = f(z9) =0
sa& m > 1. Vi far

)= ez —20)" = (2= 20)™ Y _ hpm(z — 20)* = (2 — 20)"g(2)
k>m k=0
=:g(z) holo i D(z¢,r)
Lat nu g(z) := (Zf(zzo))m holo i G\ {2}. Overenstémmer i snittet D(zq,r) \ {20}

= f(2) = (2 —20)"g(z), m > 1, g holo i G, g(z0) = ¢, # 0; fall (ii) ok.

Om ¢, =0Vk = f =01 D(z,r). Tag z1 € D(2o,r) s.a. D(z1,r1) C G. Vi
kan skriva f(z) = Y2, di(2—21)%, men dj, = % =0Vkty f =01 D(zo,r).
= f=01iD(z,;11) = f=01iG induktivt; fall (i) ok. O

Korollarium. Om f(z9) = 0 men f # 0 dad dr zy ett isolerat nollstille dvs.
Ir >0 s.a. f(z2) #0 i D(20,7) \ {20}

Bevis. f#0 4 f(z) = (z—20)"g(z), g holo (speciellt kont.), g(z9) #0 =

Ir > 0s.a. g(z) #0i D(z,r) = f(2) #01i D(2,r)\ {20} O

Sats* (8.15+16, Identitetsprincipen). Antag f,g holo i G, f(zn) = g(zn)
ddr z, foljd av distinkta punkter i G s.a. z, — 200 € G. Da dr f =g i
n—oo

G.
Bevis. Betrakta h := f — g holo i G, da h(z,) = 0 Vn och h kontinuerlig. —>

h2eo) = limy, oo h(2n) = 0. = 24 nollstélle till h, ej isolerat (z, — 2zx!).

Enligt [korollarium] = h=0dvs. f =g. O

10



Sats* (8.24, Laurentserieutveckling). Antag f holo i A(zo,R1,R2). Dd kan

f skrivas
- . ) 1 f(z)dz
— k =
2) =)oz —20)" i Azo.RuRy) dir ey = 57 | =70 e
[z—20|=r

Bevis. Antag forst zg = 0. Vilj z € A(zo,R1,R2) och 1,79 s.a. Ry <711 < |2] <
ro < Ry. Vilj v som i Da v~z Clze), 0<e K 1.

Ze

\NP

Figur 1: Diagram 6ver kurvan ~y (6verlappar och tar ut sig sjalv mellan)

= f(x)F : /7;:(_2 gm/f_z T o %

271'@
|w|=r2 |w|=r1

I II

De tva cirklarna dr kompakta och f(w)/w kont. sa |f(w)/w| < M péd dem. Vi
kan enligt sats flytta in en begrdnsad funktion i en likf. konv. serie och den nya

serien ar fortsatt likf. konv. Darfor

I[f(w)f(w) 1 jeuit (wi
0

w—z w 1—z/w w

- /Z y [ikf o Z 2m wgﬁz dw — zo:ckzk

wk+1

A
\_/
Hm
-
Sk;ﬁ
+| &
= ~—
N
=
| I
\

N

wj=rs °

—flw) _ flw) 1 w/z<

o0
Il = =
[w—z z 1l—w/z ; z

likf ke . w) !
ikf konv _ k
Qm/zwkﬂ S g [ e =S

lw|=r1" B |w|=r1 B

—_——

= f(z)=1+11=Y"_cp"

11



Om zp # 0 sitt w == z — 2, g(w) := f(z), g holo i A(0,R1,Ry) =
f(2) = g(w) = 22w =37 cu(z — 20)" dir ¢p = 55 f|w\:r %dw =

1 /()
Tt Jja—zol=r =2y 0%

O

Sats* (4.14+4.2R, klassifikation av isol. singulariteter). Antag zo isol. sing.
till f. Da dr sing.

(a) hdvbar omm lim,_,, (z — z0) f(2) =0

(b) en pol omm f(z) = g(z)(z — 20)~™ @ D*(z0,R), m > 1, g holo i
D(zp,R), g(z0) # 0. 29 sdgs vara pol av ordn. m.

Bevis (a). [ = |: 2o héivbar sing. = f(z) = f(2), f holo i D(z0,R).

kont.

— lim (2 — 20)f(2) = lim (2 — 20) f(2) 0-f(20) =0

Z—20 Z—20

[ < ]: Lat

h(z) = {(z —20)%f(2), z€ D*(2,R)

0, zZ =2
Klart h holo i D*(z,R). Men &ven
h - h enl.ant.
lim M) =R (2 — z0) f(2) "2 0

zZ—20 zZ— 20 zZ—r2z0

dvs. h/(z9) = 0 och h holo i D(z,R). D4 kan vi TU:

h(z) = ch(z —20)F m.co=h(z2)=0,c1 =h(z)=0
0

= h(z) = ch(z —20)% = (2 — 29)? ch+2(2 — z)"
2 0

=:f holo i D(z0,R)

Men f(z) = E f(2) ocksa i D*(zp,R) dvs. sing. hévbar. O

12



Sats* (9.10, residysatsen). Antag f holo i G forutom isol. sing. zj. Lat v
st. gl. sluten enkel pos. orient. kurva i G s.a. v ~g 0 samt undviker sing.

Zk - Da ar
/f )dz = 2mi Z Res,, f

zk €int(7y)

Bevis. Numrera sing. i int(y): z1,...,2ny. Valj € > 0 s.a. D(z;,e) C int(y) Vj
och s.a. ej skir varandra. Lat 4 vara som i [figur}

Figur 2: Diagram 6ver kurvan 4 (Gverlappar och tar ut sig sjdlv mellan, hela
kurvan runt motsvarar alltsd cirklarna).

Far da Y ~a\{z1,... } ’7

= /fdz—/fdz—Z/Z e 5/2 z)dz (*)

Da f holo i D*(zj,¢) L8y f(z) =37 er(z — 2j)* i D*(2;,¢) och likf. konv.
pa C(zj,¢/2) (som ryms helt inuti).

/f(z) dz = /Z Ch (z—zj , N Eony Z ck/ z—2zj) ky ML o 1 =2miRes,; f

|z—zj|=¢/2 |z:z??25/2 lz—z;|=¢/2
N N
= = Z/f(z) dz = ZQm’Rest f=2mi Z Res,, f
j=1 [ E— 7j=1 zp €int ()

O

Definition (Vindningstal). Om + sluten kurva i C\ {0} si definieras vind-
ningstalet W () som antal varv « gar runt 0 i pos. riktn. netto. Observera: om

7 st. gl. s& W(v) = 5 5 %.

13



Sats* (3.2R, argumentprincipen). Antag f meromorf i G (dvs holo i G
forutom poler), v st. gl. sluten enkel pos. orient kurva i G, v ~g 0, som
undviker f:s nollstdllen och poler. Da gdller att W(foy) = N(f,v)—P(f,).

Bevis. Numrera nollstéllena och polerna till f i int(y) som 21, ...,zx respektive
wi, ..., wa. Lat n; och m; vara ordningen av z; resp. w;. Upprepad anvindning
av klassifikationssatserna ger

N

M
£ =T] 20" [ —w) ™ g(2)
j=1

i=1

dar g holo och nollskild i ndgot omrade H D int(y

f12) & - L9
— ) > oo Z e

i=1 Jj=1

~—

dvs. f'/f holoi H utom isol. sing. z;,w;. Notera Res., f'/f = n; och Res,,, f'/f =

—mj.

obs 1 dZ def 1 (f O"Y) 1K f 7 t
Wifer) = 27i foy 2 27i f(v(t N 2772 F(v(@)
diﬁ Tm L Z ng (f 7)

Sats* (9.18, Rouchés sats). Antag f,g holo i G, v st. gl. sluten enkel pos.
orient kurva i G, v ~g 0. Antag ocksa |f| > |g| pd v. Da har f och f + g
lika mdnga nollstdllen © int(7y).

Beuis. Notera (f + sg) o, s € [0,1] 4r en homotopi mellan f o~ och (f+g) o~y
iC.
v enl ant
[f (1) + sg(y () = [F (v ()] = slg(v(@)| >
om s € [0,1] enl. olikheten i antagande, dvs. Vs € [0,1] (f + sg) o 7 speciellt
kurva i C\ {0}, och homotopin géller dar med.

N(f+9:7) "2 W((f+g)0r) = — / dzgm 1 / W (fory) "EP N(fy)

2mi z 2w z
(f+g)oy foy
eftersom 1/z holo i C\ {0} och kurvorna homotopa dér. O
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Sats (6.10, medelvirdesegenskapen). Om u harm. i G, D(w,R) C G, dd
géller u(w) = 5 027r u(w + Re') dt (alltsdé medelvirdet pd randen).

Sats (6.11, maximumprincipen). Om u harm. i G och antar maz i G (dvs
Jw € G : u(w) = sup,cqu(z)), di dr u konstant.

Svaga mazimumprincipen: Om u harm. i begr. omr. G och u kont. pd G
da antar uw maz pd 0G.

Korollarium (6.13, harm. fkner lika pa randen till kompakt omr.). Om wu,v
harm. i begr. omr. G, kont. pa G och w=v pa 0G da dru=v i hela G.

Korollarium (6.1, maximummodulusprincipen). Om f holo i G och |f| antar
maz © G da dr f konstant.

Proposition (Egenskaper Fouriertransform).

(a) af +bg = af + b3
(b) f'(t)(x) = iz f(t)(x)
(¢) Tt —a)(z) = e f(t) ()

(d) flat)(x) = g f(t)(x/a)

(¢) TF(t) = i(f)’

() f(t) = 2nf(~t) (IF)

(9) [Z 1f(®)Pdt == [ |f(2)]>dz (Parseval)
(h) Trg=1Fg

(i) f(z) = f(—x) om f reellvird

Proposition (Egenskaper Laplacetransform).

(a) af +bg = af +bg

() ' = sf— [(0)

(¢) T = s — sn=1(0) = s 2 /(0) — - — fD)(0)
() F = f(s — )

flt—a) t>a
0 0<t<a

(w%—e“ﬁmth{

() tf = —(fy
(9) Fxg=1F3
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