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Sats* (2.2.3, varje C'-funktion #r differentierbar). Om D C R™ dr en
domdn sd géller f € CY(D) = f differentierbar i D.

Bevis (n=2). Lat D C R? och (a,b) € D. Antag f € C'(D). Vi vill visa att f
da ér diff. bar i godtyckligt (a,b). Betrakta

fla+hb+k)— flad) =[fla+hb+k)— f(a+ hb)]+[f(a+ hb)— f(ad)]

x fixt y fixt

(%)

Eftersom f € C!(D) finns enligt medelviirdessatsen f2,, f; s.a. (ED kan skrivas
=k- fya+h,b+01k)+h- fi(a+ 02h,b)

for ndgra 61,05 € (0,1). Eftersom &ven de partiella derivatorna dr kontinuerliga
kan detta vidare skrivas

=k [f;(avb) + pl(hvk)] +h [f;,(a,b) + pQ(hvk)]

for feltermer p1,p2 — 0 da (h,k) — (0,0).
D4 kan () skrivas

fla+hb+k) = fa,b) + hf,(ab) + kf,(a,b) + p(hk) - V' h? + k2
kpi(h.k) + hPQ(hak).

déar p(h.k) =

N
Men |p(h,k)| < |p1(h,k)| + |p2(h.k)| = 0, (h,k) — (0,0) och definitionen &r
uppfylld. O

Sats* (2.3.4, kedjeregeln for sammansattning f(g1(t),...,g,(t))). Ldt f :
R™ — R och g1,...,9, : R = R, alla funktioner differentierbara. Dad galler
att sammansdattningen f(gi(t),...,gn(t)) dr en deriverbar funktion avt och

%f(gl(t), coogn(t)) = Z ﬁ (g1(2), .- \gn(t)) - dditp

Bevis. Fixera a € R. Lat F(t) = f(g1(t),...,gn(t)). Vi vill visa att F'(a) exi-
sterar och ges av formeln, dvs.

5 iy @t ) = Fla) _
h—0 h

"L of dg
p; 87551, (g1(t), .- \gn(t)) - dftp

Per def. F(a+h) = f(gi(a+ h),...,gn(a+ h)), F(a) = f(g91(a),...,gn(a)).
Varje g, &r deriverbar i t = a och kan linjériseras:

= gpla+h) =gp(a) +h-gyla)+h-py(h) dar pp(h) = 0,h — 0
St @ = (91(a), .. .9n(@)), b = h- (g}(a) + pr(h), .- .g(a) + pu(h). Notera

= F(a+h)—F(a) = fla+ h)— f(a)



Eftersom f ar diff.bar kan den linjariseras:
fla+h)=f(a)+heVf(a)+]|h|ph) dar p(h) - 0,h — 0

Fla+h)—F(a) . fla+h)—f(@ . heVi(a)+|h]plh)

Jimy h 50 h 50 h -
i L (]S (600 + o) - 2L @) 10| S (@) + k)2 - ()
h—0 h = Ip Pr oz, = 9p Pp P
n af ) n 8f n
= "(a) - ——(a) + lim h) ——(a) =+ p(h "(a) + p,(h))2
>l g (@ M[; 2o 5, @ pi[))J;(gp() po(h)? |
~—~ M
HL, ej h-beroende andlig konst. konst.

Dvs. eftersom den forsta termen &dr oberoende av h, h — 0da h — 0 (och
|h|/h = +1) gar det sista gransvirdet mot noll och beviset ar klart. O

Sats* (2.5.9, Clairauts sats). f € C*¥(D) dir D C R™ domin =
Ordningen 1 vilken man tar partiella derivator spelar ingen roll upp till
ordn. k.

Bevis. (for n = k = 2, kan generaliseras med induktion pa k), dvs. om f(x,y) €
C?*(D),D C R? s4 faoy = fya-

Lat (a,b) € D, godtyckligt. Vill visa fgy(a,b) = fyz(a,b) for alla (a,b). Satt
F(z)= f(x,b+h) — f(z,b), Gly) = f(a+ h,y) — f(a,y). Notera nu att

F(a+h)—F(a) = G(b+h)—G(b) = f(a+hb+h)—f(a+h.b)— f(ab+h)+ f(a,b)
F,G deriverbara, s& MVT ger:
F(a+h) — F(a) = hF'(§) = h[fs(§b+ h) — f2(&,D)]  for ngt. & € (a,a+ h)
G(b+ h) — G(b) = hG'(n) = h[f,(a+ hn) — f,(am)] for ngt. n € (bb+ h)
Sitt uttrycken lika. Eftersom f € C? kan MVT appliceras igen:

fw(fvb + h) - fw(&ab) = fy(a + hﬂ?) - fy(aﬂ?)

for nagra ¢ € (a,a+h) och @ € (bb+h). Laitnuh -0 = &£(—a O — b
tillsammans med fyu,fsy kontinuerliga ger

fym(aab) = fry(aab)



Sats* (2.6.10, Taylors formel av ordn. 2, tvi variabler). Ldt (a,b) € R2.
Lat f € C3(D) dir D dr en omgivning av (a,b). Dd gdller

f(a + hab+ k) = f(avb) +h- fac(aab) +k- fy(avb) +
30 Feala) 4 2k fey @) + K - () +
+O(|(h,R)|P)

Bevis. Vi anviander kedjeregeln for att reducera till envariabels-Taylor. Fixera
h,k och betrakta F(t) = f(a+th,b+tk). Satter vi g1(t) = a+th, g2(t) = b+ tk
kan vi skriva F(t) = f(g1(t),92(t)). Av kedjeregeln samt f € C3(D) foljer att
F € O3 (fér lampliga t). Taylors sats (i en variabel) ger d&

t2 td
F(t) =F(0) + F'(0)t + FH(O)E + F’”(ﬁ)g for ngt. £ mellan 0,¢
Berdkna

Fi(t) = %f (91(2),92(1)) = fa(g1(8).92(1)) - 91(£) + fy (g1.(£),92(1)) - ga(t) =

= hf.(a+thb+tk) + kfy(a+thb+ tk)
Vi kan definiera en differentialoperator D : C**! — C* s att I/ = D :
0 0
D=h—+k—
Ox + Jy

Analogt ar da

FI(0) = () = D(D) = (De D)f = 0°f = (- + 3] f =

ox "y
d\> a0 o\’ ) )
= <<hax) +2hkaxay+<kay> >f_h Jax + 2Rk foy + K fyy
N———

feC? — kommuterar
F"(t) = D*f = B? foqa + 307k fany + 30K fayy + K fyyy

Vi kan nu skriva upp hela formeln

Flatthb+tk) = f(ab) +t(hfa(ab) +kfy(ab)) +
2
5 (H2 ) 4 20k oy (D) + K fyy () +
3
5 (B et €0+ €8) + 302K fray (a + Ehb + €R) +

+ 3Rk fayy(a + Ehb+ Ek) + K fyyy(a + ERD + gk;))

Sétt t =1 = ¢ € (0,1). Vi far de forsta termerna och behéver nu endast
verifiera att feltermen ar O((h? + k2)3/2).

D& f € C3 s& &r alla partiella derivatorna kontinuerliga. P4 ett kompakt
intervall dr de begridnsade av konstanter (jfr. Weierstrass sats). Varje monom i
feltermen begrinsas av derivatornas begrinsning ganger (h? 4 k2)3/2. (I detta
fall ar konstanten 4C/3). O



Sats* (6.1.3, kontinuerliga f. integrerbara pd kompakta rektanglar). Ldt
A = [a,b] X [¢,d] vara en axelparallell rektangel och lat f : A — R vara en
kontinuerlig funktion. Da gdller

(i) f dr integrerbar over A*

(ii) bdda de itererade integralerna fcd dy fab f(z,y) dx och fab dx fcd flzy)dy

existerar

(iit) ffA .y dxdy—f dyff Y dx—f dxf flzy)d

Bevis (i). Lat e > 0 vara given. Vi vill visa att det finns trappfunktioner ®,¥ :
A = R s.a.

(a) ®(zy) < f(wy) Y(z,y) € A
(b) Y(z,y) > f(z,y) V(z,y) € A

(¢) [JA¥(zy)dedy — [[, P(zy)dedy <e
D& f ar kontinuerlig och A kompakt sa ar f likformigt kontinuerlig, dvs.

36 > 0s.a. ||z — x| <d = |f(z1) — f(m2)| < Vai,xe € A

€
Area(A)
Vilj partitioner av [a,b] och [c,d] s.a. diagonaler i varje delruta har ldngd < 6.
Betrakta sedan den (i,j):te rutan [r,—1,%;] X [y;—-1,y;]. Lat M;; och m;; vara
maxvérdet resp. minvirdet av f pa denna ruta (dessa finns ty rutan dr kompakt
och f &r kontinuerlig). Vart val av rutnét forsdkrar nu att M;; —m;; < m.

L&t ® resp. ¥ vara de trappfunktionerna som antar virdena m;; resp. M;;
pa delrutorna [r;—1,x;) X [yj—1,¥;). Det &r klart att (a) och (b) ovan géller.
Slutligen:

//A U dx dy — //A Odrdy = Z(M” i) (@io1 — ) (Y1 — y;) <

i,
3 €
= M s — ) = — = Avea(A) =
< Area(A) sz:(xz 1= 7)Y — ) Area(A) rea(A) =e¢
[
Proposition* (6.6.21, gaussisk integral).
/ e~ dr = /7
Bevis. Sétt I = [~ e~ dr.
IQ _ /OO —$2 da,: /’C>O —.’E2 l') / / —x e_yz dx dy _
m 2 121%™
// f”+y)da:dy—/ / - d’l“d9=2ﬂ'|:—€_r:| =
R2 2 0
I? =71 <= I=/r (klart att I > 0). O



Proposition* (7.2.7, volymen av n-dim. enhetsklotet). Ldat u,, = vol (B,) =
vol {w € R"| ||| < 1}. Dd géller i1 = 2, pg =, pi = 2= piyy—o Vn > 3.

Beuvis.

Bn:{(atl,...,xn) Zn:xfgl}:
i=1 .
—{(xl,...,xn) xi_lthingxf} =
i=1
Vol(Bn)z/-~-/Bnda:1---dxnz/---/gn_2dx1-~-dxn_2 (//Cdxn_ldxn> =
n—2 ,
—/---/37127r<1Z@)dm---dxn_z

=1

dir C ér cirkelskivan 22_; + 22 <1 — Z?;lz x? (notera att HL fixt inuti dub-
belintegralen) vilken vi uppenbarligen vet radien och ddrmed arean pa.

Lét g(z1,...2n2) = \/S0L a2 och h(u) = 1 —u2. Det giller da att
B o ={(z1,...,2n-2) | 0 < g(z1,...,xp—2) <1}

1
= i :7r/ h(uw)V' (u) du
0
dir V(u) = vol {(z1,...,xn_2) | 0 < g(x1,... . 0p_2) <u} =vol (BY_y) = ptn_ou" >

dér B¥_, ar det (n — 2)-dimensionella klotet av radie u (och ”volymen” dérfor
dr motsvarande enhetsklot skalat med en faktor u"~2).

1
= Up = 7r/ (1 —u?)(n — 2)pn_ou™ > du =
0

= (n— 2)7pin—2 /01(1 — )" 3 du = (n— 2ty (ni _ 1) _

2 n
2 2T
= 2 g =y e



Sats* (9.2.1, Greens sats). Lt P och Q vara tvd C-funktioner definierade
i en dppen mdingd Q C R%2. Om det kompakta delomridet D C 2 har en
rand 0D som ulgérs av en eller flera styckvis C'-kurvor, alla med positiv
ortentering m.a.p. D, sa ar

éDde—l—Qdy://D (88(;2 _66];> dzx dy

Bevis. Steg 1. Antag forst att vi har ett omrade E som ar reguljirt i z-led, dvs.
E={(zy) eR? |a<z<b alx)<y<B)}, a,feCL

v3 1y = B(x)

Dé ar OF = 1 + 72 + 73 + 74 enligt ﬁgur Det géller att

éEde_// dudy (%)

0 0
Vngg dez/Pdac—&— / dx +/ Pdx + / de =
OF Y1 2 V3 4
vertikal, de = 0 vertikal, dx = 0

= [P+ [ Ppeya=- [ (Pas@) - Pea@) @

HL = //f—d dy F“b““/ /B(w f—d /ab ( (z,8(z)) — (za(x))):VL

Steg 2. Antag att D kan partitioneras i andhgt méanga delomraden av formen
isteg 1, dvs. antag D = |J;_,; E;. Vi vet att for varje  giller @ ovan. Summera
nu dessa partitioner over 1.

HL: Klart att summan blir [[}, f%—i dx dy.

N N S

E; | Eiqa
VL: Fran figuren ser vi att kurvintegralerna langs alla interna sidor kancellerar,
s& summan blir till ¢, P dx.

Vi har bevisat att om D kan partitioneras i dndligt manga delomraden som
ar reguljira i x-led sa géller

P
Pdm:// 9P ey
aD p Oy




Steg 3. Pa samma sédtt kan man visa att om D kan partitioneras i dndligt
méanga delomraden som &r reguljéara i y-led sa géller

Qdy:/ a—dedy
oD p Oz

—> For ett reguljart omrade, dvs. ett omrade som kan partitioneras pa bada
dessa séitt, sa kan vi addera de tva ekvationerna och har diarmed visat

aDdeJery—// (aQ —8P> dz dy

Sats* (9.4.2, kurvintegralen av ett konservativt falt &r en potentialdiffe-
rens). Lat F : R™ — R™ wvara ett potentialfdlt med potential ¢ i det dppna
omrddet Q C R™. Dd gdller for varje C*-kurva v i Q0 att

[ Feir=o) - o(a)

dir a,b dr start- respektive slutpunkt for kurvan.

Bevis. Vilj ndgon Cl-parametrisering for v s.a. v = {r(t) | a <t < b}.

/F o dr —/ F(r(t)er'(t)dt = / Vo(r t)dt = {kedjeregeln} =
/ 9(r(t)) dt = ¢(r(b)) — ¢(r(a)) = ¢(b) — ¢(a)

Sats* (9.4.3, existens av potential under forutsittningar). Ldit F vara
ett kontinuerligt falt i den dppna, baguvis sammanhdngande (dvs. det finns
minst ett v enl. nedan) mangden Q@ C R™. Om fv F e dr dr oberoende av

vig (dvs. for alla C*-kurvor v i Q), dd dr F konservativt.

Bevis. Valj en godtycklig baspunkt a € €. Vi definierar en funktion ¢ : 2 — R
enligt ¢(x) = f,y F e dr, dir « dr en godt. C''-kurva inom € som gar fran a till
x. Forutsdttningarna innebér att ¢ ar vildefinierad. Vi hdvdar nu att F' = V.
Sitt F' = (F,...,[F,). Vi maste da visa att for i = 1,... n att ¢, = F;. Fixera
ett ¢. Per definition:

9 . T+ he)— o)

Infoga def. av ¢ enl. ovan sa att

p(x) = | Fedr ¢($+hei):/ Fedr

71 Y2



T 3

N x + he;
a

dér 1,72 r valfri (styckvis) C'-kurva inom € fran a till = respektive x + he;.
Vilj v sé att den foljer 1 till © och dérefter gar i en rak linje till  + he;, dvs.
Yo =1 + 3 dir v3 = {x + hte; | 0 <t < 1} (dd &r o styckvis C1).

1 1
d)(w—«—hei)—qﬁ(m):/ FOdr:/O F(w—i—htei)Oheidt:h/o F;(x + hte;) dt
3

6 _vin [ i+ hter)dt = tim & [ Fi(e + ues) du = Fy(w)
dr:  hso ), i@ cat = 0 T e 4 = S

ty integralen ar ett medelvirde av F; pa strackan med lingd h och F; ar konti-
nuerlig. O

Sats* (10.5.3, varje potentialfilt som dr C* &r virvelfritt.). Om F dr kon-
servativt i den dppna mdingden Q C R® med potential ¢ € C?, dd dr F
virvelfritt.

Bevis. F konservativt =—> F = V¢

aaa>x<w>w>w):
Ox’ Oy’ Oz Oz’ Oy’ Oz

026 06 Rd 6 Pd 0%
(8y82 020y’ 920x 020z dxdy 8y8x>
=0 ty ¢ € C? = Clairaut gller

VXFZVXW@=<




Sats* (10.2.1, Gauss divergenssats). Lit F = (Fy,Fy,F3) vara ett Ct-filt
definierat i en dppen mdingd Q C R3. Om det kompakta omridet K C Q
har en rand OK som bestdr av en eller flera C-ytor och som dr orienterad
med utatriktad normal sa galler

# FoNdS:/// VeFdV
oK K

Bevis. Steg 1. Antag forst att K ar reguljar m.a.p. z, dvs.

K= {(z,y,z) | (z,y) € D CR? och f(zy) <z < g(:c,y)} ,dar f.ge Cl.

Under denna férutsdttning ska vi visa att

# (0,0,F5) o e NdS = // —dxdydz
oK

HL: Fubini ger direkt att

// dmdy/g:”:)/)md _// [F3(2,y,9(2,y)) — F3(z,y,f(x,y))] de dy

VL: P4 den del av ytan som gar runt z-axeln s &r N horisontell (kan ses med
bild; ingen z-komponent). Har blir integralen da noll. Kvar aterstar bara ytorna
ovanpa och under.

— (0,0,F3) e N dS = // (0,0,F3) e N dS + // (0,0,F3) e N dS
oK topp botten
Betrakta toppen: N dS = +(—ga, —gy, 1) dz dy (+ ty flodet ut soks).

D

topp

P.s.s. kan integralen for botten skrivas om (med normal som pekar nedat ty
flodet ut soks:

botten D

— VL =HL.
Steg 2. Antag att K kan partitioneras i dndligt manga sadana omraden, sig
Ky,...,K,. For varje i = 1, ... n galler da enligt ovan

F
# (0,0,F3) e N dS = /// &dxdydz
OK;
Summera over i.
HL: Klart att summan ar OF
// 2 dx dy dz

10



VL: Eftersom interna floden kancellerar varandra da normalerna ar motriktade
(se figur) ar summan

# (0,0,F3) e N dS
OK

Steg 3. P.s.s. om K kan partitioneras i dndligt manga delar som &r reguljara

m.a.p. y fas
# (0,F»,0) e N dS = /// %dwdydz
OK x Oy

P.s.s. om K kan partitioneras i dndligt manga delar som &r reguljira m.a.p. x

fas aF
# (Fl,0,0)oNdS:// “Ldedydz
K Kk Ox

Steg 4. Om K éar reguljart (kan partitioneras pa alla tre séitt) kan vi addera
ekvationerna (de géller alla) och vi far

# FoNdS:// VeFdV
oK K

11



Sats* (10.3.2, Stokes sats). Lit F = (Fy,F»,F3) vara ett C1-fdlt definierat i
en dppen miangd 2 C R3. OmY dr ett orienterat ytstycke i 2 med (positivt)
orienterad rand JY sa gdller

Fodr://(VxF)oNdS
Y Y

Beuvis (specialfall). Vi bevisar satsen endast f6r en yta Y som &r en del av en
C?-funktionsyta, dvs.

Y ={(z,y.f(zy)) | (x,y) € D CR? feC?}

VL = Foedr= §£ (F1,F5,F3) e (dx,dy,dz) = §1§ Fyde+ Fydy + Fsdz =
oY oY oY

— funlftlonsyta — Fd Fd P f d
{ked_]eregeln } %‘r(ay) oD 1dr + Foay + F3 O x4+ — ay y

=¢ (F1—|—Fggf> dx + <F2+F3(;£) dy =
afy o0 of

Var forsiktig under utveckhngen med kedjeregeln. Vi har:

0 OIN_ 0 p  0p0l p O°F _
(9 <F2+F38y> 8$F2+(9 FgaerFga ay—

_ (OF,  OF0f of (0Fs O0F30f 0% f
(83: s 0z 635) oy Oy (837 T 0z 81;) +F38m8y

P& samma satt

0
dy

(F1+F38f) (aF1 8F18f) f(aF3 8F38f)+F 02 f

B oy " ozoy) Tox\ay 0z 0y)  oyon

Utfor nu subtraktionen. D& f € C? giller Clairaut och de termer med bade f,
och f, tar ut varandra.

L[ omy oron oy (0 omy,,
y 0z Oy \ 0z Ox ox dy Y

Beviset ar klart hér, ty HL = [[,.(V x F) e N dS dér vi enkelt kan bestimma

NdS = +(—fz, — fy,1) do dy enligt formeln f6r funktionsyta och VL = HL. O
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Sats* (4.3.1, max/min-problem med tva variabler, ett bivillkor). I en inre
punkt (a,b) i Dy och i Dy som léser problemet att mazimera eller minimera
f(x,y) under bivillkoret g(x,y) = 0 (dd f,g € Ct) gdller att "vektorerna
Vf(a,b) och Vg(a,b) dar parallella”

Bevis. Vilj en C'-parametrisering r(t) = (x(t), y(t)) for bivillkoret. Sétt F(t) =
flr@) = f(z(t),y(t)). Sdg att (a,b) ar en extrempunkt f6r f pd kurvan g = 0
med (a,b) = r(tp), sig.

Om f har en extrempunkt i (a,b) s& maste F'(¢) ha en extrempunkt i ¢ = ¢,
och dédrmed F’(ty) = 0. Men enligt kedjeregeln

F(t) = S fr() = V(1)) o (1)

= F'(to) =0=Vf(r(ty)) er'(to) = Vf(a,b) e (o)

dvs. Vf(a,b) ar ortogonal mot tangenten till kurvan.

Men samma sak géller for Vg(a,b) ty vi har en nivikurva till g. (Detta &r
kiint sedan tidigare men kan visas genom att 0 = £ g(r(t)) = Vger/(t).)

Tva vektorer i planet ortogonala mot en tredje given vektor méaste vara
parallella (i bemérkelsen att de ligger pa samma linje). O
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