TMAG660

Ruben Seyer <rubense@student.chalmers.se>

12 augusti 2019
med rattelser 23 december 2022

Satser markerade med * 4r pa listan. I denna kurs ingdr ocksd ett antal
definitioner explicit pa teorilistan. Materialet presenteras med reservation for
eventuella fel — se Gver, tdnk igenom och jamfor sjilv for basta mojliga forstaelse!

Den andra upplagan uppdaterar listan till det nya formatet och kompletterar
med de satser som saknades. Tack till Martin Due (f18) for synpunkter och
rattelser.
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Definition (4, s. 33, linjart beroende). Vektorerna ws,...,u, (p > 2) ségs vara
linjart beroende om nagon av dem &r en linjirkombination av de 6vriga.

Sats* (5, s. 36, beroendeekvationen). wy, ... ,u, linjirt beroende <= det
finns tal A1,... Ay ddr minst ett \; # 0 sd att

)\1u1+~--+)\pup:0 (*)

Bevis. Vi visar bada riktningar var for sig.

Antag att wi,...,u, ar linjirt beroende. Per definition innebér det att nagon
av dem é&r en linjarkombination av de 6vriga. Efter omnumrering kan vi utan
inskrdankning anta att detta ar wq:

U1:>\2’U,2+"'+>\pup

Detta dr ekvivalent med att Ay = —11 @ och implikationen géller.
Antag att det finns minst ett A; # 0. Efter omnumrering kan vi utan in-
skrankning anta att A\; # 0. Foljande omskrivning av @ gors:

0:A1u1+)\2u2+~~~+/\pup
—Au = g + -+ Apuy,

P
Uy = —Ug + -+ u
1 /\1 2 /\1 D
Alltsé &r u; en linjirkombination av us, ... ,u,, vilket innebér per definition att
de &r linjért beroende. Detta visar ekvivalensens andra riktning. O

Anmdrkning. Av beviset och definitionen foljer inneborden av linjart oberoende
och motsvarande: w1, ...,u, linjirt oberoende <= Aju; +---+ Apu, = 0 har
endast den triviala 16sningen.

Anmdrkning. Det & méjligt att anvinda (ED som definition och i stéllet bevisa
definitionen. Denna situation kan uppsta i en teorifriga och kréver i sa fall
endast att man hénvisar till definitionen av linjarkombination.



Sats* (3, s. 103, bassatsen). For rummet R™ gdller:

1) a) Det finns hogst n linjdrt oberoende vektorer i R™
b) Det behovs n vektorer for att spanna upp R™

¢) En bas for R™ har exakt n element
2) Givet n vektorer i R™ galler

de dr en bas for R™

<= de spanner upp R"

<= de dr linjdart oberoende

Bevis. L&t aq,...,a, vara en uppsittning vektorer och b = (by,...,b,)" s.a.
_ T
a; = (0117 T 7a1n)
-
as = (a217 e 7a2n)
_ T
ap = (ap1, - ,apn)

Betrakta vektorekvationen
T1a1 + T2@2 + ...+ xpa, =Db ()
vilken ar ekvivalent med f6ljande ekvationssystem (n ekv och p variabler):

a1171 + a21T2 + - + ap1Tp = by
1221 + a22%2 + - 4 apaty = by ()

A1nT1 + A2pT2 + -+ - + ApnTp = by

Minns att @ kan skrivas om till ett ekvivalent trappformat system. Beteckna
denna omskrivning (***).
1 a)ai,...,ap linj. ober.
<= (per def) (¥) med b = 0 har endast 16sn. 21 = -+ =z, =0
<= pivot i varje kolonn (inga fria variabler)
<= antalet pivot = p = antalet kolonner = antal vektorer
— p < n (antal pivot < antal rader) = hogst n lin. ober. vektorer
1b) aq,...,a, spdnner upp R”
<= (per def) Vb € R™ finns linj. komb av a,...,a,
<= (per def) () losbar Vb € R"
<= (***) losbar for alla hogerled <= (***) har pivot i varje rad
<= antal pivot = n = antal rader
= n < p (antal rader < antal pivot, ej fler pivot &n kolonner)
1 ¢) ar en konsekvens av a och b dvs. n = p {6r baser.
2) Antag p = n. ay,...,a, spanner upp R” <= (1b) antal pivot = n <~
(antagande) antal pivot =p <= (la) aq,...,a, linj. ober. O



Sats* (entydig koordinatrepresentation i bas). Antag ex,...,en bas for
R™, uw € R™. Da finns entydigt bestdmda tal uq,...,u, € R sd att u =
urer + -+ +upen. (Motsvarar lemma 1, s. 28 i dim 1; sats 2, s. 29 i dim
2; sats 3, s. 30 i dim 3.)

Bevis. Existens av uy, ... ,u,: Det géller att ey, ... e, ar en bas fér R™, och per
definition av bas spanner da eq,...,e, upp hela R™ och per definition av att
spanna upp géller d& att Yu € R™ kan skrivas som linj. komb. av basvektorerna,
och per defintion av linj. komb. Vu € R™ Juq, ... up : u =ujey + -+ + Unen.

Entydighet. Antag att u = ujeq + -+ + upe, och u = ule; + -+ ul e,
for nagra skilda uq,...,u, och u},... ul,. Subtrahera de tva ekvationerna:

u—u=(uey + - +upen) — (ujerL +--+ue,)

0= (u —uj)ey+- -+ (u, —u,)en

Eftersom eq, . ..,e, ir en bas ar basvektorerna linjért oberoende och ekvationen
har dérfér endast den triviala l6sningen, dvs. u; — u; = 0 Vj - motségelse!
Koeflicienterna ar entydigt bestamda. O



Definition (1, s. 63, skaldrprodukt). Skaldrprodukten u e v av geometriska
vektorer u,v definieras som

0 omu=0ellerv=0

uev =
|u||v] cos O

dér 6 ar vinkeln mellan u,v.

Anmdarkning. Om u e v = 0 sigs u,v vara ortogonala (u L v).

Definition (2, s. 85, vektorprodukt). Vektorprodukten u x v av geometriska
vektorer u,v € R3, dir u,v ar linjart oberoende, definieras som den unika vektor
w som

o wlu wlw
e u,v,w ir positivt orienterade
o |w| = |ullv|sinf dir 6 ar vinkeln mellan u,v.
Om w,v ar linjart beroende s& definieras u x v = 0.
Anmdrkning. |u X v| motsvarar arean av parallellogrammet som spénns av w,v.

Definition (3, s. 85, skalartrippelprodukt). Skalidrtrippelprodukten av geo-
metriska vektorer u,v,w definieras som (u X v) @ w

Sats* (2, s. 86, volym av parallellepiped). Lat V' wvara volymen av paral-
lellepipeden som spanns av w,v,w. Da gdller féljande:

v om w,v,w pos. orienterade
(u X v)ew = |u x v||w|cosh = .
-V om u,v,w neg. orienterade

Bevisidé. Antag w,v,w pos. orienterade. Volymen ar basarean ganger héjden.
Basarean &r ett parallellogram med area |u x v| enl. def av kryssprodukt och
héjden &r da projektionen av w pa kryssprodukten = (u X v) e w. O



Sats* (1, s. 65, projektionsformeln). Anta v € R™, v # 0. Dd gdller Vu €
R™ har en unik uppdelning w = v’ + ut dér

o u ||v

e ul lw

Bewvis. Existens. Lat v’ vara
uev

’u,l = — %
Denna vektor ar trivialt parallell med v och det aterstar att visa att den ger en
uppdelning dir u' uppfyller kraven. Fran (ED foljer:

1 / distr. ’ per def. uev
u ev=(u—u)ev = uev—uev = uev-— Wv oV
v

uev

ot

Alltsa finns en uppdelning v = u’ + u' som uppfyller kraven.
Entydighet. Antag att foljande uppdelningar finns (v’ # @/, ut # @t):

—uev—uev=0— u- Lo

=uev —

u=1u +ut dir v/ || v, ut Lv (1)

w=1u +uat dir @/ || v, at L v (2)

Tag ekvation (1)) — ekvation (2):
0=(u+ul)— (@ +at) < @ —u =ut —at
I L1
v v

(Ortogonaliteten av differensen foljer av distributiva lagen for skaldrprodukt.)
D4 vektorn #r bade parallell och ortogonal foljer att @' — v/ = ut — at =
(endast nollvektorn har denna egenskap). Detta medfor att v’ = @', ut = @

Motséagelse! Alltsa ar uppdelningen entydig.



Sats* (1 iv, s. 121, associativa lagen for matrisprod.). Ldt A, B och C
vara m X n-, n X p- resp. p X g-matriser. Da (AB)C = A(BC).

Bevis. Lat notationen A;; beteckna elementet pé rad 4, kolonn j i matrisen A.

(AB)O); < Z(AB)ikij «f Z (Z AilBlk> Ck;

k=1 k=1 \I=1
Eftersom summan ar dndlig dr det tillatet att byta ordning (och multiplikation
med reella tal dr associativ):

= Z Ay (
=1 k

P

Bucckj) « > Au(BC)y = (A(BO))y;
1 =1

Proposition* (lemma 2, s. 129, entydighet invers). Om VA = I och
AH =1 sa arV = H. Om A inverterbar sa dr inversen till A entydig.

Bewvis. Anvind forutsattningar och associativa lagen:
V=VI=V(AH)=(VA)H=IH=H
Antag B och B’ inverser till A. DA kan vi skriva BA = I och AB’ = I sa enligt

ovan B = B'. O
Sats* (6, s. 137, basbyten). Ldt ey,...,e, och €l,...e. vara tvd baser for
R. Ldt S vara basbytesmatrisen, dvs. matrisen S = (sy,...,8,)" sddan att
s; ar koordinaterna for e;- i basen e, ..., e, dvs. e;- = s1j€1+ -+ 5p;€n.

Lit x = (z1,...,2,)" och 2’ = (2}, ...,2)" vara koordinatvektorer for
ndgon vektor v € R™ i basen ey, ..., e, respektive €,...e.. Da gdller
x =Sz’
Bevis. Lat E = (eq,...,e,) och E' = (e, ...,el,). Minns att vektorekvationerna

kan skrivas om till matrisekvationer sa att
v=x1€+ - +x,e,=Fx
v=ualel+- - +ale, =E7 — FEx=FE'z
Vidare géller enligt forutsattningar
514
e;=(er,....en) | 1 | =FEs;
Snj
= ES=E(s1,...,8,) = (Es1,...,Es,) = (€},...,e,)=FE

Sl& samman dessa resultat till o = ESx’. D4 kolonnerna i E ar en bas dr den
inverterbar och
= Sx



Proposition* (online, minsta kvadratmetoden minimerar felet). Om T dar
en lésning till AT Az = ATb (normalekvationen) sd dr

|AZ — b| = min |Azx — b| V&

Bevis. Minns att |u + v|? = |u|? +2u e v + |v|%.

|Az — b = |Ax — b + AT — AZ|> = |A(x — %) + (AT — b)|* =
|A(x —Z)* + 2(A(x —T)) @ (AT — b) + |AZ — b|?
Minns att aeb = a’b om a,b identifieras med kolonnvektorer. Betrakta termen
i mitten:
Alx —T) o (AT —b) = (A(x — )" (AZ —b) = (x — )" AT(AZ — b) =0
=0 givet enl. normalekvationen

D4, enligt ovan:
|Az — b|> = |A(x — Z)|> + |AZ — b]*> — |AZT — b|? < |Azx — b
>0

med likhet d4 & = . Minsta kvadratmetodens 16sning minimerar felet. O

Sats* (1, s. 166). En avbildning f : R™ — R™ dr linjar omm den dr pd
formen f(x) = Az for nagon m x n-matris A. Givet en linjar avbildning
f som ovan sa dr

A= [fler) - flen)] *)

avbildningsmatrisen i standardbasen da ey, . .. e, dr standardbasen for R™.

Bevis. Per definition dr f :  — Az linjar. For att visa resten antag f linjar
och 14t A vara given av (). Behéver visa f(x) = Ax). Vi gér tva observationer:

1 0
Tq 0 .

T = =21 |.| + -tz : =x1€1+ -+ Tpey (a)
T, 0 1

Aej = [al @ an]ej =a; = f(ej) enl. f('jrutséittningar (b)

Da géller for godt. x

Ax A(xlel + 4 xnen) dis:tr. ,I1A61 + - IZTnAEn @

D o flen) + +zaflen) ™ flarer + -+ 2nen) B f()



Definition (4, s. 244, determinant). L&t [n] beteckna méangden {1,...,n}. En
permutation av [n] ar en bijektiv avbildning p : [n] — [n]. Vi betecknar permuta-

tionen p : [n] — [n] sddan att 1 +— p1,2 +— pa,...,n— p, med p = [p1,...,pu],
och méngden av alla permutationer av [n] med S,.
En defekt (inversion) i en permutation p = [pi,...,p,] ar ett par jk dar

Jj < k men p; > pg. p sdgs vara jaimn om antalet defekter dr jaimnt (och analogt
for udda).
Signaturen av p betecknad o(p) ar 1 om p jimn, annars —1 om p udda.
Determinanten av en n X n-matris A &ar

det A = Z 0(p)a1101 A2p, ** * Anp,,
PESH

Anmdarkning. Det finns andra tdnkbara definitioner av determinanten, t.ex. ge-
nom att den ska uppfylla alla rikneregler (och man fixerar det I = 1) vilka man
kan visa ger en unik funktion, eller genom underdeterminanter och den triviala
definitionen det[a] = a...

Sats* (9, s. 212, Huvudsatsen). For en kvadratisk matris A dr foljande
ekvivalent:

(i) kolonnvektorerna utgor en bas
(ii) radvektorerna utgor en bas
(ii) AX =0 har bara den triviala losningen X =0
(iv) AX =Y losbart for alla hégerled
(v) A dr inverterbar
(vi) linjara avbildningar med matrisen A dr bijektiva

(vii) det A #£0

Beviset fran grunden &r fér omfattande eftersom denna satsen endast samman-
fattar och ldnkar tidigare satser. Man argumenterar med fordel utifrdn bevis
ovan — till exempel kan man fa (i) (iii) (iv) fran bassatsen och med (iv) 1osa
fram en hogerinvers som da medfor enligt entydigheten av invers (v) som i sig
medfor (iii) och sa vidare. Se gérna sats 3, s. 127; sats 5, s. 133 och sats 5, s.
184.



