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Satser markerade med * ar pa listan. I slutet ingdr dven korta forklaringar,

formler och teori for nagra omréaden. Materialet presenteras med reservation for
eventuella fel — se 6ver, ténk igenom och jamfor sjilv for bésta mojliga forstaelse!
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Definition (Linjirt rum och underrum). Ett linjdrt rum &r en méngd V med
tal (skaldrer) K om:

(i

Yu,v € V finns entydigt u v € V

(ii) Vu € V, a € K finns entydigt c G u € V

)
)

(iii) udv=v@®u VYuw eV (kommutativ lag)

(iv) (udv)Gw=ud® (vdw) Yuww eV (associativ lag)
)

(v) det finns 0 € V' (nollelement) s.a. 0 Gu=u®0=u VYu eV (medfor V
icke-tom)

(vi) for varje u € V finns motsvarande —u € V (additiv invers) s.a. u®—u =0

(vil) a® (BOu) = (af) ©uVu eV, Vo0 € K (associativ lag)

(i

)
)

(vili) a ® (udv) = (@O u) ® (a®v) Yuw eV, a e K (distributiv lag 1)
X) (@+B)ou=(eeu)®Bou) YueV,afeK (dstributiv lag 2)
)

(x) eKsaatt lou=u VueV.

En icke-tom delmangd M C V kallas ett underrum av det linjara rummet
V om M ar ett linjirt rum m.a.p. samma operationer.

En delmédngd M C V kallas affin om det finns en vektor uy € V och ett
underrum U C V sd att M = {ug @ u:u e U}.



Sats* (L1.4, 16sningsméngden till lin. avb.). Ldt U,V wara linjira rum och
F :U — V vara en linjir avbildning. Antag u, dr en lésning till F(u) = v,
dir v € V dr kdnd men vi séker uw € U. Da ar w en losning till ekv.
F(u) =wv om och endast om u = u, + uy, dir up € N(F) (nollrummet).

Bevis. Da F(u,) = v géller ekvivalenserna
Flu)y=v=F(u,) <= Fu—1u,) =0 <= (u—1u,) € N(F)

Kalla w — u, for uy,. O

Sats* (L1.5, bassatsen (del)). Antag att dimV =n > 0. Dd finns minst en
uppsdtining avn st. linjart oberoende vektorer i V. Varje sadan uppsdttning
ar en bas for V.

Bevis. Lat ug,...,u, godt. uppsittning med n linjart oberoende vektorer (finns
p.g.a definitionen av dimension). Lt v € V godtyckligt. Om v & span{u, ... ,u,}
s ar wq,...,U,,v linjirt oberoende. Men max antal linjart oberoende vekto-
rer 4r n — motsigelse! Alltsa godtyckligt v € span{uy,...,u,} = V =
span{uy,...,u,} = ui,...,u, bas for V. O

Sats* (L1.9, bassatsen (del)). Antag att dimV =n > 0 och uq,...,u, €

V' linjirt oberoende, med m < mn. Dd finns vektorer wpy11,...,uy, S.q.
U,..., Wy ar en bas for' V.
Bevis. Lat U, = span{uy,...,u;} sd dim U,, = m < n, och Uy, ar ddrmed inte
hela V. Da Juyy1 € V s.a. upmy1 € Uy, Lemma 1.2 ger att wy, ... U, U1
ar linjart oberoende. Vi upprepar detta tills vi har n vektorer, vilka da utgoér
en bas enligt O

Anmdarkning (L1.18). Ekivalenta pastdenden om en n x n-matris A:

(i) Az = 0 har endast 16sn. = 0 (N(A) = {0})

(ii
(iii) Ax = b entydigt losbar Vb € R™

x = b losbar Vb € R" (V(A) =R")

(v) kolonnerna i A &r linjért oberoende

(vi) A ar inverterbar

)
) A
)
(iv) rang A =n
)
)
)

(vii) det A#0



Definition (Skaldrprodukt). En skaldrprodukt (inre produkt) i ett reellt linjart
rum V &r en reellvird funktion (u,v) av u,v € V som uppfyller

(i) (u,w) = (vu)y YuweV

i) (qu,w) =a{u,w) YuweV,aeR

i) (u1 + u2,v) = (u1,0) + (ug,w) Yuiug,w €V
iv) (u,u) >0 Vu eV och (uu) =0 <= u=0

Sats* (L2.1, Cauchy-Schwarz olikhet).

| (u,0) | < |ul|l Jv]] Yu,w eV likhet omm w,v lin. beroende

Bevis. Om v = 0 géller olikheten och u,v lin. beroende trivialt. Om v # 0:
Betrakta

2 2 2 2 2
0 < [lu— avl” = flul]” + 2 (u, — av) + [ ~aw]” = [[ul” - 20 (w,0) + a? ||v]
Lat nu a = (uw) / ||lv]|>. D4 far vi

(w)®  (uw)®
22 4+ | = Jlul|® -
Jv]] o]l || ||

2
0 < flufl” -

Forling med ||v]|*:
2 112 2 2 2112
O < flul*[Jol]” = (u0)” <= {w,0)” < [lul]” [|v]|

Kvadratroten ur bada sidor ger olikheten i past. O

Sats* (L2.2, triangelolikheten).
lu+o|| < Jul|l+]|v|| YuweV likhet omm v =0 eller u= av, a >0
Beuvis.
e+ 0)1* = flal® +2 (0} + [[ol|* < [full® + 2] (w0} | + [|o]?

=5 2 2 2
< lall” + 2 Jul Jol] + [[vl = (lull + [Jv])

Likhet pa bada stéllen omm v = 0 eller u = av, a > 0. Kvadratroten ur bada
sidor ger olikheten i past. O



Sats* (L2.11, fyra fundamentala underrummen). For godt. m X n-matris
A galler

N(A) =V(AT)* N(A)F =V (A7)
N(AT) = V(A" N(AT)F =V(4)
Bevis. Lat
J— 71 J— J— T X JE—
— ryg — roex
A= — Ax =
Ty — _ rpexr —

r€N(A) & Az =0 < zortogonal mot r] Vi=1,...n

<= x ortogonal mot kolonner i AT

<= 1z ortogonal mot V(AT) dvs. underrummet som spinns upp av kolonnerna
—= V(AN = NUA) =V(A)L = N+ =WVAH)HLt =v4")
Applicera p.s.s. for AT for évriga tva likheter. O



Sats* (L4.6, oberoende av egenvektorer). Om Aqi,... Ay dr olika egen-

varden och ey, ...,e, motsvarande egenvektorer s dr {ei,...,ex} linjirt
oberoende.
Bevis. Motsagelsebevis. Antag {eq,...,e;} linjart beroende. Lat m vara max

antal lin. ober. vektorer bland dessa. Efter ev. omnumrering har vi da att
{e1,...,en} lin. ober. och enligt Sats 1.8

er = aie] + ases + -+ amen, (%)
Vi har dessutom att Ae; = \;e; Vi ty de ar egenvektorer. Betrakta

A@ = Aper = a1\1e] + agAses + -+ + amAmem
)\k@ = A\p€r = a1 ge1 + ag\pes + - + amAren

Subtrahera de tva leden med varandra

0= 041()\1 — )\k)el + -4+ Oém(/\m — )\k)em

Da {ey,...,e;} ir lin. ober. maste a;(A\; — A\x) =0 Vi =1,...,m, men egenvir-
dena ar skilda sd oy = -+ = o, = 0.

Detta innebar att (ED ger e, = 0, men e, var ju en egenvektor (per def.
nollskild) = motségelse! O

Sats* (L4.10, symmetriska matriser har reella egenvirden). Ldt A vara en
reell symmetrisk n X n-matris. Da dr egenvardena till A reella.

Bevis. Lat A vara egenvirde med egenvektor @ (a priori kan detta vara kom-
plext), dvs. det géller
Ax = \x

Om vi tar komplex konjugat far vi i stéllet
Az =)z
Eftersom A #r reell & A = A. Transponera nu (AT = A ty A symmetrisk)
VL: (AZ)" =7"A"=Z'A HL: Oz)" =\' = T A=)x"
Lat oss multiplicera med « fran hoger pa bada sidor (minns Ax = A\x)
T A=) T'z=)\T «
Flytta 6ver mellan de sista tva leden
A=NZ'xz=0

Men Z' & ir storre dn noll om @ dr nollskild (vilket @ &r ty det &r en egenvektor),

SAA=XA = AcR. O



Definition (Felanalys och numerik). Lat & och f approx. till z resp. f (z).

absoluta felet 6x =% — x

1) T — )
relativa felet % — 2% ~ Tx
x x Z

n korrekta decimaler om |dz| < 0.5-10""
n signifikanta siffror om |dz/xz| < 0.5-107"

felfortplantning hur fortplantar sig fel §z i indata sig till fel § f i utdata

5f(z) = f'(x + 06x)ox ~ f'(2)6x 6 € (0,1)

s 6f(x)| | f'(2)
@IS i@l | s |28 16
For hogre ordningens approx. Taylorutv. man f(2) = f(z + dx) kring x.

felfortplantning (flera variabler) helt analogt:
Of(x) = Vf(x)edx

< V@) llo||
T @)

0f (@) S V(@) edx| <|Vf(@)]dz]

’5f(w)
f(@)

konditionstal

|[f(z + dx) — f(2)|/|f(2)] _ [[rel. fel ut]]

wle) = lim, max, N ™ el fel in]
19 £@) 182l /1 )] V@)
< — n - J A0
) 2 ] T al Il 7))

framatfel f(z)— f(x)

A~

bakatfel 2 — 2 = f~(f(z)) —«

stabilitet (algoritmer) En numerisk algoritm f ~ f séigs vara stabil for x # 0
om rel. bakatfelets storlek &r liten:

S (f (@) =]

[l



1 Projektioner
Projektionen av u pa ett rum som spanns av ON-basen ey, ... e, ar

u = (ue)e; + -+ (ue,) e,

Den klassiska formeln kommer av fallet d& basen vy, ... ,v, €j &r normaliserad:
u,v u,v
o ) )
<’U1,'Ul> <vn7vn>

Projektionen dr entydig sa lange rummet dr dndligdimensionellt, och ||u — /||
ar det minsta avstandet fran rummet till w. Detta tillampas for minstakvadrat-
l6sningar.

1.1 Gram-Schmidts ortogonaliseringsprocess, 1.2.4

Varje dndligdimensionellt inre produktrum V' med dim V' > 0 har en ON-bas.

Lat n = dim V. Lat vq,...,v, vara en bas for V.
Lat e} = v;. Antag att vi konstruerat ef,... e}, parvis ortogonala, sa att
span{el,...,e}} =span{vy,...,v;}. Lat

k

<’Uk+1a€/‘>
€. 1 =Vpt1 — Z ~ e
T el

Denna nya vektor ar ocksa parvis ortogonal med de 6vriga (visas ej hér), och
span{ej,...,e;.e 1} =span{vi,..., Vg, Vrs1}. Upprepa detta tills dess att vi
har n baselement. Normera sedan for att f& en ON-bas.

2 Numerisk ekvationslosning

2.1 Newtons metod

Antag att vi vill 16sa ekvationen f(z) = 0 med rot z = z*.
Newtons metod for numerisk ekvationslosning bygger pa en linearisering av
ekvationen kring den approximativa roten.

f(xr)

Pt =R [ ()

Samma princip kan appliceras analogt pa flervariabelsfallet, men vi delar i
stéllet upp det i ett linjart ekvationssystem med en sokriktingsvariabel:

{j(xk)sk = —f(zx)

Tpt1 = Sk + Tk

Vi visar kort konvergensordningen for det enkla fallet d& vi har konvergens
(xr — z*, k — 00) mot en enkelrot f(z*) =0, f'(z*) # 0. Taylorutv. kring xy,
dar & mellan xg,z*:

0= f") = f(on) + F/ (@)@ = ) + o6~ ()



Betrakta en iteration

f(zr)
f'(wk)

Tht1 — Tk + =0 < 0= (zp41 — a)f (@x) + f(zk) )

B = 0= @ o) + 5 G )’

Men f’ ar nollskild for tillrickligt stora k ty f'(x*) # 0 och vi har konvergens.
Saledes, pga. kontinuitet géller

| = e N 7 2 Wkl W P AU S0 /" (=)
2[f" ()| o — 22 2[f(an)] koo 2[f7(2%)]

|zt — @

Vi har lokal kvadratisk konvergens mot enkelrotter, om metoden konverge-
rar. Mot multipelrotter med mult. m far vi linjar konvergens. (Vi kan anpassa
den andra termen i envariabelsfallet med en faktor m for kvadratisk konvergens.)

2.2 Sekantmetoden

Saknar vi uttryck for f’ kan vi inte tillimpa Newtons metod. Vi kan anvinda
approximationen
flan) = f(@p-1)

Tk — Tk—1

f(wx) ~
T — Tk—-1
flag) = fleg-1)’

I gengéld kravs tva startapproximationer, samt att konvergensordningen blir det
nagot simre g = 1,618 (superlinjir men inte kvadratisk).

= Tk41 :mkff(xk) k= 1,2,...

2.3 Fixpunktsiterationer

Skriv om f(z) = 0 pa formen & = g(z) och iterera enligt zx41 = g(xg). Om
metoden konvergerar géller da, pga. kontinuitet, att * = g(z*) dvs. roten ar en
fixpunkt till g. Konvergenshastigheten avgors av |¢'(z*)|, som minst maste vara
< 1. Forfarandet &ar helt analogt i flervariabelsfallet, fast vi studerar i stéllet
Jacobianen.

Vi kan gora en metodoberoende feluppskattning genom en Taylorutveckling.

o 10
7'(@)

| A

3 Polynominterpolation

En funktion f approximeras av ett polynom f = p, sd att de stimmer Gverens
i vissa givna punkter. Det finns ett entydigt interpolationspolynom p,(z) av
degp, < n som gir genom (distinkta) punkterna (z;, f(x;)), ¢ = 0,...,n. P4
Newtons form:

pn(x) = coter(x—x0)+ea(x—xzo)(x—21) 4+ Fen(@—zo)(T—21) - (T—Tp1)

dér villkoren p, (z;) = f(x;) bestimmer c¢;.

10



Trunkeringsfelet fran interpolationen fas genom argument med Rolles sats

—f )
Ry =pn(z) - f(z) = W(l’ —zo)(x —x1) - (T — 2p)
dar € ligger mellan g, . . . ,z,,z. Notera att felet &r 0 i interpolationspunkterna.

Om vi bara kdnner till funktionsvarden kan vi begrénsa felet med nésta term
(den forsta forsummade termen) genom att forsoka approximera £+ (z) med
(n+1)
Pry1 ().
|Br(2)] < [ens1(z — mo) (@ — 21) -+ (2 — 7))

Till sist anmérker vi att interpolation med hogt gradtal kan ge mycket stora
fel mellan interpolationspunkterna, i synnerhet om punkterna ar jamnt utsprid-
da. Detta kallas Runges fenomen. Ett alternativ for att undvika detta ar s.k.
splines.

3.1 Splines

En spline s(z) av grad k dr ett styckvis polynom av grad k& med kontinuerliga
derivator av ordn. k — 1 6ver interpolationspunkterna. Den bestdms av villkoren
(fér n punkter), dari=1,...,n — 1L

s1(xo) = f(20)
si(wi) = sip1(@i) = f(2i)  si(wi) = si41 (@)

sn(@n) = f(xn)

I allménhet rédcker detta inte for att entydigt bestdmma s, utan det kravs
ocksa nagon form av randvillkor. Det finns olika typer beroende pa var kunskap
om funktionen, t.ex. rdtta randvillkor s'(xo) = f'(xo), s'(zn) = f'(xn) och
naturliga randvillkor s"(xg) = " (x,) = 0.

4 Numerisk integration — kvadraturformler

4.1 Trapetsregeln

Vi approximerar integranden med en linjir funktion 6ver hela intervallet.

_ )
12

(b—a)® €€ (ab)

Rt

b b—a
[ f@yde =250 (@) + 10)

Battre approximation fas genom att betrakta n delintervall med langd h =
(b—a)/nochz;=a+ih,i=0,...,n

T(h) = (f 90 13 s+ %’”)) Rr ="l g (ab)

12

11



4.2 Simpsons regel

Vi approximerar nu integranden med ett andragradspolynom, interpolerat fran
jamnt fordelade punkter.

/abf(w) to =250 (f@ ar (S5F) +10) - L b-ap €eh)

6
Rr

P& samma sétt kan vi i stéllet tillimpa regeln pa delintervall (n jaimnt)

h n/2 n/2—1
S(h) = 5 | f(zo) +4Y fwai)+2 D flwa) + flwn)
=1 =1
_boapa
Rr = =5 WD) €€ (ab)

Onskar vi &nnu béttre approx. kan vi anvinda Richardsonextrapolation, som
eliminerar nagra feltermer av ldgre ordning
T(h) — T(2h)
3
S(h) — S(2h)
15

T (h) = T(h) +
S@(h) = S(h) +

5 Faktoriseringar

5.1 LU-faktorisering

LU-faktorisering ses enklast som ekvivalent med Gausselimination. Vi delar upp
en m X n-matris A = LU dar L m x m nedat trianguliar och U m X n uppat
triangulér (i blockavseende). Av numeriska skél kan vi dven infora pivotering
enligt PA = LU sa att vi sorterar raderna med storst element (till beloppet)
overst.

Gausseliminera A som vanligt sa erhalls U. Spara information i L om ope-
rationerna som genomfordes — i mitt tycke dr det enklast att tdnka sig detta
om resultatet om samma operationer fast med omvéint tecken utférdes pa en-
hetsmatrisen.

For att losa Az = b léser man da Ly = Pb (framatsubstitution) foljt av
Uz =y (bakatsubstitution). (Utan pivotering ar P = T).

Vi har foljande feluppskattningar:

PN LR BN 1
e > e S

5.2 QR-faktorisering

QR-faktorisering ses enklast som ekvivalent med Gram-Schmidt processen. Vi
delar upp en m X n-matris A = QR dar @ m x m ortogonal och R m X n uppat
trianguléar (i blockavseende).

12



Bestdm en ON-bas till V'(A) och for in denna i @ i kolonnernas ordning. Det
ar mojligt att spara information i R under processen men det enklaste ar att
utnyttja att Q dr ortogonal och 16sa R = QT A (i det reella fallet skall anmérkas).
Observera att detta inte ar tillvigagangsséttet som anviands pa “riktigt” med
datorstod, utan man anvinder da Householderreflektioner ty de dr mer stabila.

For att 16sa Az = b 16ser man dd Rr = QTb (bakatsubstitution). Detta
ger minstakvadratlosningen om problemet vore 6verbestdmt (man kan behova
anpassa nollrader o.dyl.).

5.3 SVD (singular value decomposition)

Singularvirdesuppdelning &r en slags generaliserad diagonalisering. Vi delar upp
en mxn-matris A = ULV dir U m xm ortogonal, ¥ m xn "diagonal” sorterad
i fallande storleksordning till beloppet och V' n x n ortogonal. (Med ”diagonal”
menas att beroende pa rangen av A kan diagonalen i ¥ atfoljas av ett antal
nollrader under.)

Bestdamma detta dr komplicerat och uppdelningen &r inte entydig. De singu-
lira virdena pa “diagonalen” i ¥ dr roten ur egenvirdena till AT A (de &r alla
positiva eftersom den produkten &r positivt semidefinit). P4 samma sétt in-
ser man att kolonnerna i V och U utgérs av normerade egenvektorer till AT A
respektive AAT.

Med SVD kan man inféra Moore-Penrose pseudoinvers AT = Vi ¥ 'UT.
Notera att £ = A1b 16ser minstakvadratproblemet. Av numeriska skél kan man
minska felet och approximera lésningen genom att ersdtta mindre singuldra
virden med nollor, eftersom det visar sig att K(A) = Omaz/Tmin. Ju storre
minimum pa de singulédra viardena desto mindre konditionstal.

6 Numerisk beridkning av derivator och 16sning
av ODE

Det finns tre enkla fall av differenskvoter, ndmligen framat-, bakat- respektive
centraldifferens:

fleth) = flx)  flo)=fle=h)  fle+h) - [flz—h)
h h 2h

Vi néjer oss med att notera att centraldifferensen ger trunkeringsfel med ledande
term h? medan de évriga ger trunkeringsfel med ledande term h. For litet A
bidrar emellertid till kancellation i téljaren.

6.1 Begynnelseviardesproblem
Vi onskar 16sa
y'(t) = ft,yt)) a<t<b
yla) =c
dér f ar given ocn a,b,c konstanter. Det ar mojligt att y ar vektorvard. Skulle vi
ha ett hogre ordningens system kan vi da alltid skriva om det pa denna formen.

Var strategi for att losa detta med s.k. differensmetoder &r att approximera
genom att stega fram mellan diskreta tidpunkter s.a.a =tg <t; <--- <ty =0

13



och bestdmma yi ~ y(tx). For enkelhets skull later vi ¢ty + 1 = ¢ + h f6r nagot

fixt h.

Eulers framatmetod
Eulers bakatmetod
Mittpunktsmetoden

Trapetsmetoden

Yk+1 = Yk + LS (Lr,yn)
Yrt1 = Uk + hf (b 1,9k 1)
Yet1 = Yk—1 + 20 f (tryx)

h
Yet1 = Yk + B (f (trsyr) + f (tkg1:9r+1))

14
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