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Satser markerade med * ingér i bevislistan. [Detta dokument inkluderar for
nirvarande endast de ”vanligaste” bevisen pa tentamen.] Ovriga resultat &r av
intresse for bevisen, for att 16sa uppgifter eller har ev. forekommit som tidigare
teorifrigor men &r inte specifikt utpekade.
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Anmdérkning (Egenskaper hos binomialkoefficienterna).

<Z> _ n(n—ll):é-.(.r%k—kJrl)

T def ny n n+1\ (n n n
0) k) \n—k k+1)  \k k+1
Sats* (Binomialsatsen (kombinatoriskt)).

(1+2)" = zn: (Z)xk

Bevis. Induktion. 1) n = 1 ger 1+ 2 = VL HL = Z;lf:o (k= (5)a° +
(})xl =1+ x, lika. (Vi tilliter i detta sammanhang att 0° = 1).

2) Antag (1+z)™ =3 (V)a" for ndgot m € N

3) Géller da, under antagandet, att pastdendet ar sant for m + 17

zm: @)ﬁ) (1+a)=

k=0
- m " m
— k k+1
-2 () (i)
k=0 k=0

Lat k + 1 = [. Skriv dédrefter samman summorna (summorna dr oberoende av
namn pa index).

(1) 3 (M) =2 () S () -

k=0 =1 =0

(1+2)™ =1 +a2)"(1+z) 2 (

1

m
B m m & m mal
2 (1) () (i) -
= =

k=0
enl. ovan k=m+1
m m+ 1 m—+1 m+ 1
_ k emtl k
SHCUED S (s SR ol (s E
:('mg»l) k=1 :(mii) k=0
Enligt induktionsaxiomet stdmmer pastaendet Vn € N. O



Sats* (Talf6ljden vars grinsvirde kallas e). 3lim, o (1 + %)n
Beuvis. Det ar tillrackligt att visa att talfoljden dr vdixande och uppat begrinsad.

Lat
1 n
an = (1 + )
n

. Vixande innebér att a,, < a,4+1 Vn € N. Uppat begrénsad innebar att 3C s.a.
a, < C VneN.

For att visa att foljden dr vixande kan man antingen visa att a1 —a, >0
eller % > 1 (givet a, > 0). Eftersom uppenbart (1 + %)n > 1 kan vi anvanda
det senare.

1 n+1 L n
Ant1 (1+T+1) 1 I+
= n =1+ 1 =
an (1"‘!‘* n+1 1+£
n+2\ " n
ol 1 n(n + 2)
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(o) (B1) = () (55)
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— 4+ = 4+

Vi anvander Bernoullis olikhet:

b)) = o) (k)

ty 14 %H >0, — (njl)Q > —1 (binomialsatsen hade ej varit 1amplig).
n 1 n
— (=1~

CES AR ES RS
n+1)3—nn+1)+(n+1)2-n

(n+1)3
_(+ 1) rt A 21w (Rt 1)+ 1 o
(n+1)3 (n+1)?

— a, viaxande, det forsta villkoret.
Vi visar nu att a, ar uppat begrdnsad. Utveckla med binomialsatsen:

1\" n\ 1 n\ 1 n\ 1
ap=(14+-) =14 ( )=+ (. )5++( )==
n 1/n 2/ n? nj)nn
gyt 1 D=2 1 onme-1)el 1
2 n? 3! n3 n! nn

Observera att det finns lika manga n-faktorer i téljare som i ndmnare:




D4 alla tiljare < 1 s& kan de ersittas av 1 och bli storre. Eftersom 271 < n!
kan ndmnarna ersittas och bli storre.

1 1 1 1 1 1 =1
21177”.70177”.71157:3
) < MR TRET R +Hls gt g < ++k712k

Foljer vi olikheterna har vi funnit en 6vre begrénsing till a,,.

an ar vixande och uppat begransad = dlim,, (1 + %)n def e O]



Definition (Derivatans definition 1). Om f: Dy — R

o f kontinuerlig i Dy

e 1o inre punkt till f for Dy

o Jlim,_,,, LE=LE) — iy o Lot )=o) (i quigt)
s& Af’ i zg och ar precis gransvirdet.
Definition (Derivatans definition 2). Om f: Dy — R

e f kontinuerlig i Dy

e 1 inre punkt till f for Dy

e JA e Rs.a. f(zg+ h) = f(xo) + Ah + he(xg,h)

dére — 0
h—0

s& 3f’ i xp och ar precis A.

Lemma (Ekvivalenta definitioner av derivata). Derivatans definitioner 1 och 2
dr ekivalenta.

Bevis. 1) f deriverbar i z( enligt definition 1. Derivatans virde ar oberoende

b f(z0+ h) — f(zo)
’ILILI%) X0 h Zo _ f/(xo)
%ILI}) (f($0 + h]i - f(x()) . f’(x0)> -0
lim f(xo+h) = flxo) = f'(wo)h _ 0
h—0 h
Siitt
0 da h =0
€(xo,h) = {f(wo+h)—f(}zﬂo)—f’(wo)h :

dvs. € ﬁ 0 och f &r deriverbar enligt definition 2.
—
2) f deriverbar i z( enligt definition 2 = 3JA € R: (dar e — 0 och
—

h # 0 annars dr det trivialt sant)

f(zo+h) = f(zo) + Ah + he(xo,h)
f(zo+h) — f(zo) = Ah + he(xo,h)

f(zo+h) = f(zo)
h

=A+ 6($0,h) — A= fl(l'o)
h—0

Darmed ar de tva definitionerna ekvivalenta. O



Sats* (Kedjeregeln (m.h.a def. 2)). Givet dessa villkor:

f:Df =R to inre punkt for f
g:Dyg— Dy xg inre punkt for g
g(wo) = to 39" i pkt xo,3f" i pkt to

sa galler foljande:
inre derivata

= 3(fo9)'(w0) = f'(to) - ¢'(x0) = f'(9(x0)) - ¢'(x0)

Bevis. Givet ér foljande:
JA: f(to+ k) = f(to) + Ak + kei(to,k)  dir 0ty 3f ity
—
AB: g(zo + h) = g(wo) + Bh + hea(zo,h) dir e —> 0ty 39" i zo
—

Ar det sé att:

?3C : f(g(xo+ h)) = f(g(xo)) + Ch + he(xg,h) dére — 0

h—0

Enligt givna ekvationer:

flg(zo +h)) = f(g(z0) + Bh + hez(z0,h)) = f(to + k) =
to sitt k
f(to) + A(Bh + hez) + (Bh + hep)ey =

f(g(.’b())) + éﬁh + h (AGQ + BEl + 6162)
c €

Vi studerar om det valda e uppfyller kravet att e ﬁ 0.
—

f(g(zo)) + ABh + hwf%j%éjo

Vi vet att e, —— 0, sa vi visar att k —— 0.
k—0 h—0

k=Bh+heys — 0 — ¢ ——0 — ¢ ——0
h—0 h—0 h—0

Dirmed s& 3(f o g)'(z0) = C = AB = f'(to)g (zo) = f'(9(x0))g (x0).



Sats* (Derivatan av en invers funktion). Fér den bijektiva f : Dy — V5
dir xo € Dy, yo = f(x0), 3f'(x0) # 0 och f~1 kontinuerlig i yo gdller

1
f'(20)

A (yo) =

Beuvis. . .
23 lim J (o +k)— f~(yo)
k—0 k

Sitt b= f~ (yo + k) — f~ (o).

F yo+ k)= (o) +h
S o+ k) =20 +h
FU wo+k) =yo+k = f(zo+h)
= k= f(zo+h)—yo= f(zo+h)— f(zo)

Observera att h ﬁ 0 ty f~! dr kontinuerlig.
—

. ot R) = S (o) _ h 1

k f(xo+h) — f(xo) k—0 f'(x0)




Sats* (Rolles sats). Givet att f : [a,b] = R, f kontinuerlig i [a,b], f deri-
verbar i (a,b) samt f(a) = f(b) sd gdller

3¢ € (ab) s.a. f'(€) =0

Bevis. Betrakta tva fall.

1) f = const i [a,b]. D4 f/(§) = 0 V¢ € (a,b).

2) f # const i [a,b]. Weierstrass sats ger att f antar bade storsta och mins-
ta virde i [a,b] (eftersom f &r kontinuerlig). Dessa punkter kan inte bida va-
ra randpunkterna da det enligt f(a) = f(b) medfor att f = const vilket ar
uteslutet. Alltsa finns det en inre punkt i intervallet dar f antar storsta eller
minsta varde. D4, enligt Fermats sats ar derivatan i denna punkt noll, dvs.
3¢ € (ab) s.a. f'(§) =0. O

Sats* (Lagranges medelvardessats). Givet att f : [a,b] = R, f kontinuerlig
i [a,b], f deriverbar i (a,b)sd gdller

3 € (ab) s.a. f(b) = fla) = f(E)(b—a)

Bewvis. Ansatt en funktion

ot = 50) - 10D o) = 1)~ 1)+ 1(0) = (@)
= P =0
Derivera och satt in:
d© =10 - 10D o — 0 0)=10) - 1)



Sats* (Integralkalkylens medelvirdessats). Givet att f: [a,b] = R (b > a)
och f kontinuerlig i [a,b] sd 3¢ € [a,b]: f: f(z)dx = f(&)(b—a)

Bevis. Da f &r kontinuerlig i intervallet antar den storsta vdrde M och mins-
ta viarde m enligt Weierstrass: m < f(z) < M Va € [a,b]. Minns att enligt
integralrdkneregler giller (om b > a)

/abmdxg/abf(x)dmg/abde

Notera att for konstanterna géller att alla Riemann- och Darbouxsummor &r
konstanten ganger intervallbredden:

b
m(b— a) < / F(@)dz < M(b— a)
Dividera med b — a (det var givet att differensen &r positiv):

b
bia/ flz)dx <M

| —
=p

m <

Enligt satsen om mellanliggande véirden sa 3¢ € [a,b]: f(§) = p ty f kontinuerlig.
O

Anmdarkning (Utvidgning av medelvéirdessatsen). Integralkalkylens medelvirdessats
géller &ven om b < a (pa det nya intervallet [b,a]) ty

a b
/b f(@)dr = f()(a—b) = - / f(@)dz = —F(E)(b - a)



Sats* (Analysens huvudsats). Ldt F(x) = [ f(t)dt, dir f: [a,b] = R dr
kontinuerlig i [a,b]. Da dr F(x) en primitiv till f(x) i [a,b] dvs.

A/ " fe) ey = f(x)

Bevis. Betrakta godtyckligt 29 € (a,b) (i randpunkterna ensidigt).

. ~ P(e zo+h o
F(OJrh})L F( O):}IL</& f(t)dt—/a f(ﬂdt):

Vi kan anta att zg dr en indelningspunkt oavsett tecken pa h.

1 g zo+h o 1 zo+h
_h<W+/xo F(t)dt — tdt)—h/m F(t)dt =

Integralkalkylens medelvirdessats géller &ven den oavsett tecken pa h.

= O+ h = £(6)

for nagot & mellan xg, xg + h.
Enligt instangningsregeln kommer darfor & ﬁ xo. Da f ar kontinuerlig
—

(speciellt i xg) medfor det att dven f(£) P f (o).
—

— Jlim F(l‘o—Fh)—F(l‘o)

_ r_ g
lim Y = flzg) = FF' =fiuxg

10



Sats* (Partiell integration (primitiva funktioner)).
[ F@g@)ds = f)gta) - [ 7o) @) da

Beuvis. Derivera bada led.

Ekvivalent med produktregeln. O

Sats* (Eventuella rationella nollstéillen till polynom). Lat polynomet p(x) =
anx™ + -+ +a1x +ag dir ap, 0, axp € Z, k € 0,...,n. Antag att « = £

q
ar ett nollstalle till p, dar p € Z, q € N, p,q relativt prima. Dd p | ag och
q| an (delar).

Bevis. Vi vet att

Multiplicera med ¢™:
anp" + ap1p" g+ -+ apg" ! +apg" =0

app" = =ty p" g = —aipg"! — agq" = q - heltal

minst ett q i varje term
= ¢|HL = ¢| VL =¢q| anp"” = q| a, ty p,q rel. prima

P4 samma sitt agpg™ = --- = p - heltal = p| ag. O

11



Sats* (Ett standardgransvérde).

am
— —— o0 dia>0,a>1
% x—o0

Beuvis. Observera att

eVr>1dneNsan<z<n+l1
T —00 < n— 00

ea>1 = a=1+p,p>0

Vi uppskattar bort reell exponent i téljaren:

(1+p)*” _ (1+p"*!

< <
= s =

(n+1)* ~ x -

(I+p" _ a”

nOé

Fall 1) @ = 1. Studera vénstra olikheten (som driver upp HL). Ar det sant att
((71;’3“ — o0 nir n — oo? Utveckla med binomialsatsen:

L+p)" _1+(p+ Q)+ +p"

R OV O
(n+ 1) n+1 (p>0) n+1
0
Lpnp+ 22 g 1+p)"
_ldmp+m5—p? 4 720&5 o s | +p)a o
n+1 n—o0 (n4+1)* n—oo
1/
aﬂl’

— —— 0
T T—r00

Fall 2) Godtyckligt o > 0. Lat b= a'/* = b>1da a > 0.

a® (am/a)a ((al/a)m>a (br>a
—_— = = — —>
re x T T T—00

ty b uppfyller kraven for fall 1 och a > 0.
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