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Anmdérkning (Differentialoperatorer). Definiera den linjara differentialoperatorn
L:
y™ +an 1 (@)y "D 4+ ar(2)y +ao(@)y = Lly] = f

for ndgon differentialekvation av ordn. n dér koeflicienterna inte nédvandigtvis
ar konstanta. Minns att

Llyr + ya] = Ly1] + L[yo] Llay] = aLly] for konst. «

Definiera D = % dvs. den vanliga differentialoperationen t.ex. D[y] = ¢/,

D?[y] = y". DA géller
L=D"+a, 1(z)D"" +---+ai(2)D + ag(z) = P(D)

dvs. den linjira differentialoperatorn £ kan beskrivas som ett polynom i D.

Sats* (Losning av en linjir differentialekvation kan delas upp i en parti-
kulérlosning och en homogenlosning). Ldt £ vara differentialoperatorn for
en godt. linjdr differentialekvation enligt ovan. Antag att Llyp) = f dus.
yp loser diff.ekv. Da gdaller Lly] = f (y loser diff.ekv.) om och endast om
Yy = yp + Yp dar yn ar en homogenlosning till diff.ekv. dvs. Llyy] = 0.

Bevis. Antag y = yn + yp:
Llyl = Llyn +ypl = Llyn] + Llyp] =0+ f = f

och y l6ser diff.ekv.
Antag y 16ser diff.ekv. dvs. f = L[y]. Lat yp, = y — yp.

Llyn] = LIy —ypl = LIy = Llypl = f = f =0

dvs. yp, dr en homogenldsning till diff.ekv. O



Sats* (Losningsformeln for en homogen linjar differentialekvation av ord-
ning n med konstanta koefficienter). Givet den godt. homogena linjira dif-
ferentialekvationen

POD)=D—r))™ - (D—1rg)™
ddarry,...,r, ar rotter till P(r) =0 sd gdller att
y(x) =€ pr(x) + -+ ™ pr(x)
ddr p;(x) dr ett godt. polynom av grad hégst m; — 1, j =1,... k.

y(x) ovan ar en lésning till P(D)[y] = 0 och varje losning kan skrivas
pa den formen.

Bevis. Existens (y(x) 16ser P(D)[y] = 0): Récker att visa att P(D)[e""p;(x)] =
0vj=1,... .k

P(D)le"*pj(z)] = (D—r)™ - (D—1rg)"*[e"""p;(x)] = {férskjutningsregeln} =

=" (D —ry+r)" - DM (D =g+ 15) " [pj ()]
——
hogst grad m;—1
— Doy (@) =0 = P(D)[y] =0
Varje 16sning kan skrivas pa denna form: Gors via induktion. R
I(k): For varje linjér diff-operator med konstanta koefficienter P(D) géller
att om P(r) (det karakteristiska polynomet) har hogst k olika nollstillen kan

varje 16sning till P(D) skrivas pa formen for y(z).
I(1): Antag (D —r)"[y(x)] = 0.

eTD—-r)"y(x)]=0-e7""=0
Forskjutning bakldnges ger
e (D —r)"[y(z)] = D"[e"y(z)] = 0

vilket endast kan stdmma om e "Py(x) dr ett polynom av grad hogst m — 1.

Lat detta polynom vara p(x) och det foljer att

Basfallet sant.
I(k—1) = I(k): Antag I(k — 1) sant.
Antag vidare (D — 7)™ -+ - (D — 1)k [y(x)] = 0, vilket &r ekvivalent med

(D —=r)™ (D = rpe1)™ (D = 7)™ [y (2)]] = 0

Satt z(z) = (D — ri) ™ [y(x)].

D& ar z(x) en l6sning till (D —ry)™ -+ (D — rp_1)™ 1 [g(z)] =0

Ik-1) = z(z) =e""qi(x)+ -+ €™ "gp_1(x) dér ¢;(x) polynom av grad
hégst m; — 1. Vi har

(D =)™ y(z)] = 2(x) = e q1(x) + - + ™ g1 (x)



Multiplicera detta med e~ "+7:
DTy (@) = e TG () - e T g ()

Notera att differensen av rétterna &r nollskild. Upprepad partiell integration
¢ # 0, g(x) polynom ger

[ ea@rds = Leqta) — [ Lea@)dn = = epia) + Gy
dér graden for ¢ ar graden for p och C; godt. konstant. Detta ger oss
e y(w) = €N Ty () + o T T (@) 4 pi(a)
dér p;(z) ar polynom av grad hégst m; — 1, j =1,... k.
= ylx) =" pi(x) + -+ ™ pr(a)
Implikationen sann.

Enligt I(1), I(k — 1) = I(k) samt induktionsaxiomet foljer att I(k) &r
sant Vk € N. O



Sats* (Taylors formel). Antag f € C([a,8]) N C" T ((,8)) med a,3 € R
och a € (a,). Da gdller

f"(a)

n!

f"(a)

51 (x—a)’+-- -+

f(z) = fla)+ f'(a)(z—a)+

(z—a)" + Ry (2)

Pd Lagranges form: R, 1(x) = f"+t1(¢) (‘T(;j_);;l for ndgot & mellan x,a.

Bevis (Fallet a = 0). Fixera z € I = (a,f).

x

) =500+ | P £+ (- o) £(0)]7 - [e-armar-
vald, x konst.

=f(0)+ f(0)z + /Ox(:c — ) (1) de 2

2 g0+ £+ 580 - [ (<S5 o a-
— £(0) + f/(0)z + @gﬁ n /O : @ F(t) dt = {upprepad part. int.}
Upprepad partiell integration enligt samma monster ger slutsatsen
@) = £0) + £+ L0 o L0 L [ @-orsewa
Rt (@)
Aterstar att visa resttermen stimmer dvs R,yi(z) = fOHD(¢) (m(;i):;l for

nagot £ = 0z dar 6 € [0,1].

Antag 2 > 0: t € [0,2] sa finns virden m < f(*+1(¢) < M ty f**Y kontinu-
erlig (Weierstrass) dir m = minge(o 4 f D (s) och M = MaX¢(0,2] fOD(s).
Multiplicera olikheten med 2 (x — ¢)™:

n!

Lot m < () ) <

p < (x—=t)" - M

AL

Integrera fran 0 till :

m [ 1 [* M (7

e _\n - (n+1) _\n o Y

A (z—t)"dt < n!/o Fr @)@ - < — O (z — )" dt
m "t 1 [* M gt
< = D) (Ve —)dt < = . 2
n! (n+1)!*n!/0 A O A e B ST

1) kontinuerlig pa [0,2] s& satsen om mellanliggande vérden (Bolzano) med-
for

o = L L e fornet € € (0)
G ™o

dvs. de tva uttrycken for R, 41 (x) ar lika:

ke 1

O = L ST 0@ gt e (0)



(Fallet = < 0 visas p.s.s. med intervallet [z,0]) O
Vi gor nagra lampliga definitioner hir fér att forenkla notationen.
=1 fO=r =1

Bevis (Fallet a #0). Satt g(t) = f(a +1).
Vi har ¢®(t) = f®(a+1t), k=1,2,....n+1

“ g™(0) n e
f(a+t)=g(t)=k2:0 R A O e sy

for ngt & mellan 0,¢

Med x = a +t:

)n—i—l

M) nt1 (z—a
f(z) _;T(x—a)k+f( - )(a+€)m

a + ¢ ligger mellan a och a 4+t = z. Kan skriva a + £ = a + 6(z — a), for nagot
6 € [0,1]. O

Alternativt bevis (CMT, a =0). Fixera z € I. Lat g(t) = > p_, f(lz!(t) (x —t)k,
h(t) = (x — t)"*1. Notera

Antag x > 0. Satt o = 0, 8 = z. Berdkna derivatorna:

W(t) = —(n+ 1)@ —t)"

o plk+D) nof(k)
g/(t):Zf o (t) (x_t)k_'_Zf k'(t)k(l'—t)k_l'(—l):
k=0 ' k=1

_ z”: f(k+1)(t) (g:—t)’“ B Z”: f(l)(t) (z —t)l’l —{l—kt1} =

k! (-1
k=0 =1
n o p(kt1) ol oe(k+1) (n+1)

k=0 k=0

Anvand Cauchys medelvirdessats - for nagot & mellan (0,x) géller:
(9(x) = g(0)W'(§) = (h(z) — 1(0))g'(€)
Fr (e

n!

O]
(f(x) _ Z f k!(0)$k> (—(’I’L 4 I)W — (0 _ xn—&-l)

. f(k)(o) n+1 anrl
f(ff):Z i IkJrf(Jr)(f)m,fG(O,l’)

Visa x < 0 p.s.s. O



Anmdérkning (Standardutvecklingarna av nagra elementéra funktioner). Foljan-
de standardutvecklingar ingar pa bevislistan

00
=y 5
_n

) st x2n+l
sin(z) = nz::o(—l) i)

0 r2n
cos(z) = Z(fl)” )

n=0
1 o
1_x=nz::0x" for —1<z<1
> xn+1
In(l+2) = Z(_m"?H o for —1<a <
n=0
oo 2n+1
arctan(z) = Z(—l)";ﬂ 1 for —1l<z<1
n=0

Foljande dr omndmnda i ELW men inte alls lika vanliga (den forra har dock
anvants i tentalosningar tidigare)

(1+x)p—2(p>x" for —1<z<1
n=0 n
— (2n -1 g2t
arcsin(x Z @i @n T 1) for —1l<z<1
Kan vara vart att ldgga pa minnet
0 JZ"+1
In(l-2z)=- Z

for —1<z<1
n+1

n=0

Bl.a. géller att sinh, cosh, artanh har samma utvecklingar som sina trigonomet-
riska motsvarigheter fast utan alternerande tecken

1
In( T i_ i) = 2artanh(x)



Sats* (Entydighet av Taylorutvecklingar). Antag I en omgivning till 0,

f e C"(I) och f(x) = ag + ar1x + azx® + -+ + apa™ + 2" B(z) dir B

ar en begrinsad funktion pd I. Da gdller ay = %, k=0,1,...n.
Bevis. For x € I géller

f(x)=ap+a1x+---+a,z" + 2" B(x)

F0) L SO
n! 2" +am (n+1)!

f@)=f0)+ f 0+ +
begriansad pa I

for nagot ¢ mellan 0,z (eftersom f(+1) kontinuerlig pa I runt 0).
Satt © = 0 och vi far ap = f(0). (Antag = # 0. Derivera bada uttryck for f

. s - . ™ (0)
och lat = — 0. Vi far induktivt att ap = +~—7-.)
Antag aj, = % for K =0,1,...,p. Vi har nu

( ) (n)
Lo@aptt 4 L0 0n 4 yn4 B ()

{apﬂmp“ + -+ apa™ + 2" B(x)

For z # 0 dividera med zP*! och 18t  — 0. Vi fir a,41 = f((%ll))(?). Induktiv

(k)
slutsats: ay = fT(O) for k=0,1,...,n. O



Sats (Cauchys medelvirdessats). Antag
o f.9 € C([a,b]) N CH((ad))
e ¢'(x)#0Vzx € (a,h)

Da galler

Bevis. Satt

Uppenbart att h € C([a,b]) N C'((a,b)) och h(a) = h(b).
Enligt Rolles sats géller d& h'(€) = 0 for ndgot £ € (a,b). Studera h'(£) = 0:

Vivet att ¢’ (§) # 0 enligt férutséttningar, och g(b)—g(a) = ¢'(n)(b—a) f6r nagot
1 € (a,b) enligt Lagranges medelvirdessats (nollskilt enligt férutsittningarna).
Divsionen ar definierad och satsen foljer. O



Sats* (L’Hopitals regel). Antag

0
1. @)= da x — xq eller  g(x) = 00,2 — xg
g(z) =0

2. f,g deriverbara i (x1,z9) U (zg,22)
for nagra ¥y < xy < x9 och g’ har konstant tecken i (x1,x9) och
(zo,z2) var for sig (tecknet kan skilja sig at mellan intervallen)
(Analogt med g(x) # 0 Vx € (z1,20) U (z0,22))

3. Flimgyq, Yue)
Da galler att det existerar egentligt

lim /(@) lim (@)

T—T0 g(x) T—T0 g’(x)

Anmidrkning (Utokade fall L’Hopitals regel). Géller dven i ensidiga fall d& man
bara betraktar ett av intervallen i unionen. Géller &ven ii fall dd zg — +o00/x9 —
—o0 om unionen erséitts med ett obegrinsat intervall (zg,00)/(—00,2z0). Bevis
for fall ej gjorda har dr analoga.

Bewvis (Fallet f(x),9(z) — 0 dd v — xg ). Sitt f(zo) = g(xo) = 0. Fér [wg,z] C
[x0,22] giller enligt Cauchys medelvirdessats (samt forutsittning 2):
f@) — flao) _ FlE@)
9(x) —g(zo)  g'(§(x))

for nagot £ € (xo,2)

Det giller att ¢{(z) — g nir # — z7 (instingingsregeln). DA grinsvirdet
lim o f; ,Eg existerar (3) foljer att lim ad _J; Ei; existerar och ar lika med det
griansvardet. O

Bewvis (Fallet f(x),9(z) — 0 dd z — o). Sitt x = 1/t. Da giller + — oo <=
t— 0%, Lat f(z) = f(1/t) = f(t) och g(x) = g(1/t) = g(t). Satt f(0) = g(0) =

0.
@ _ f(t) fall ovan lim ~/(t) ~ lim w . #(z)
g(@) — 5(0) ot 0t G 0t _Eg(1/t)  aoe g'(2)

(z) : f(=z)

Alltsd Ilim, o % = limy o

Bewvis (Fallet g(z) — oo dd x — x{ ). Fixera xo > x sd att g(z) > 0, ¢'(x) # 0
Vo € (xg,x2). For g < < a < x5 giller d& Cauchys medelvardessats:

for nagot € € (z,a)

Omskrivning:
f@)—fla) _ g(x)—g(a) ['()
9(x) g(x) g'(€)
fl@) _ f1€) _gla) f1E)  fla)
glx) g€ glx) ¢'€) gz



f'(x)
g'(z)

Sétt A = lim St . Vi ska visa att det andra grénsviardet ar detsammas:

Ve>030>0: Vo € (xg,20+0) = ‘JC(:E)—A‘<6

g9(z)

Planen ar att visa varje term < ¢/3 sa summan < e. Fixera ¢ > 0. Enligt
antaganden (3) finns a € (xg,z2) s att for term 1:

f'(x)
g'(z)

Vr € (x0,a) =

€
— Al < =
<5

Fixera detta a. For term 2:

Si

POy a| 2]

A A‘ +Al| <

9(x) ¢©| |9 [¢(© g(x G -
<e/3 enl. ovan
g(a) € €
S‘g@) (141+3) <3
Alltsa
3b € (z9,a) s.a. x € (x9,b) = ‘igz; (JA] + %) < %
For term 3 (trivialt ty g(z) — oo och a fixt):
Jde € (zg,b) s.a. x € (zg,c) = ‘5((2; < g
Med 6 = ¢ — zq galler da att {or = € (g, z¢ + 0)
f(=) ‘ '€  gla) f(€ , fla) 2
ST gl = _ . —A
‘gu) 7O 9@ 7@ g |7
2118 ‘ ‘g(a) f’(f)‘ ‘f(a)
_A EASAN
=le@ T gl ] <
——
<e€/3 enl. ovan <e/3 enl. ovan <e/3 enl. ovan
Pastaendet foljer. O

(Kommentar: i mina anteckningar saknas ett —A i h.1. for sista likhetstecknet
ovan. Jag har korrigerat beviset sd att det stimmer rent logiskt men observera
att det kanske inte motsvarar vad som stod pa tavlan den aktuella féreldsningen
isa fall.)
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Sats* (Fixpunktssats). Antag a,b € R, a < b.
1. f:]ab] = [a,b]

2. f dr en kontraktion pd [a,b], dvs.
Ik €[0,1) s.a. |f(z) — f(@)| < klx —Z| Va,Z € [a,b]
(ekvivalent med Lipschitzvillkor med konstant < 1)

Da gdller
o Finns entydigt bestimd fitpunkt T € [a,b] s.a. f(Z) ==

o Forwvarje xg € [a,b] galler att (x,)5%,, dar xp,41 = f(x,), n € NU{0}
konvergerar och har grinsvirdet x©

Bevis. Entydighet. Antag f(z) = z och f(%) = Z.
O<[z—2|=[f(2) - f@)| < klz -2 = [z—2=0
2.

Existens. Satt g(z) = z — f(x). Da f kontraktion medfér det att f kontinu-
erlig. Alltsd ar g kontinuerlig pa [a,b]. Vidare géller

gla) =a—f(a) <0ty f(a) €[ab]  g(b)=b—f(b) >0ty f(b) € [a,b]

Satsen om mellanliggande virden (Bolzano) ger da 3¢ € [a,b] s.a. g(§) = 0 dvs

f(e)=¢
Talfoljdens konvergens. Fixera xg € [a,b]. Bilda x,11 = f(x,), n € NU {0}
och lat T var den entydigt bestdmda fixpunkten.

a1 — 2 = |f(zn) = f(@)] < Klza — 2] < K|l — 2 < - <Ko —
. p.S.s.

E"t 2o — | — 0, n — oo ty k € [0,1)
Alltsd konvergerar (x,,)%2; med godtyckligt 2 och gransvirdet ar z. O

Anmdrkning (Fixpunktssats pd R). Med nagra modifikationer kan vi ha en
kontraktion f : R — R och visa att det finns en fixpunkt z € R. Notera att
|f(z) — f(0)| < k|x| géller, vilket ocksd kan skrivas

F(0) = kla| < f(2) < f(0) + klz|
D& 3R > 0: |f(0)| < R(1—k) och det giller att f &r en kontraktion pa [—R,R).
>R = xz— f(x)>1—-k)z—f0)>(1—-k)(z—R)>0

r<-R = z—f(x) <A1 -Kz—f0)<(1—-k)(z+R)<0

Detta tillsammans med fixpunktssatsen ger forsta delen. Talf6ljdens konvergens
visas genom fixpunktssatsen pa f : [-R,R] med R = max{R,|xo|}, eftersom f
ar en kontraktion pd [—R, R] VR > R.

12



Sats* (Integralkriteriet). Antag f : [1,00) — [0,00) avtagande. Dd gdller

Zf(k) konvergerar <= / f(x)dx konvergerar
k=1 1

Bevis. For z € [k, k + 1] géller enligt forutsattningar

fk+1) < f(z) < f(k)
Integrera f(x) fran k till k41 (existerar som Riemannintegral da f avtagande).

k+1
f@+ns/’ f(@)dx < (k)

k

L&t S, = > ,_, f(k), n € N. Betrakta summationen frén k =1 till k =n — 1.

n—1 n—1 k+1 n—1

INCESVED DY BENIOLED SF(0
k=1 k=1"F k=1
S, — f(1) < /n F@)dz < Sn_1 < S,
1
Om [ f(z) dz konvergerar sé géller
Sn < ! dx < h d
<f(1)+/1 f(z) gc<f(1)+/1 f(x)dr € R

oberoende av n

Alltsa (S,,)52 1 begrinsad och serien konvergerar enligt huvudsatsen {or positiva
serier.

Om [ f(x)dx divergerar s& géller [/ f(z)dz — oo, n — co. Integralen
skjuter summan framfor sig i olikheten — S,, — oo, n — oo och alltsa
divergerar serien. O

13



Sats* (Rotkriteriet). Antag

e a,>0Vn

o lim {/a,=A
n—oo
Da galler en av

e A<1:3  ay konvergerar

e A>1:%>  a, divergerar

e A =1: (inget kan sdigas)

Bevis. Betrakta tva fall.

Antag A < 1: Vilj g € Rsda att A < g < 1. Da AN sa att a,, < ¢" Vn > N.
Eftersom Y-, ¢" konvergerar ty ¢ € [0,1) s& konvergerar dven >~ a, enligt
jamforelsekriteriet.

Antag A > 1: D& N si att /a, > 1Vn > N dvs. a, > 1Vn > N. Alltsd
an 4 0,n— 00 = Y | a, divergerar. O

Anmdrkning (Kvotkriteriet). Analogt géller samma villkor for lim,, . 2.

Grénsvardet for kvotkriteriet om det existerar &r alltid detsamma som for rot-
kriteriet. Dédremot kan man inte dra den omvéinda slutsatsen (speciellt fall da
talfoljden varierar mellan udda/jamna steg, eftersom detta framkommer i kvot-
kriteriet men ej i rotkriteriet).

Bevis. Antag att lim,, aZII = a € R. Antag a > 0 (minns att a,, > 0).
Fixera € € (0,a) och enligt gransvirdet finns N sé att

An+1
an

—a|l <e€ VYn > N

Vidare géller

a Ap—1 aAN+1

Up = —— - —— g n>N
Up—1 Gp—2 an

— (a—)" N.ay <an < (a+e)" N ax

Detta ger
(a—e)((a =) Nax)" < Yay < (a+e)((a+e) Van)/"
som vid gransoévergang n — oo ger
a—e<n1LIEOW<a+e = |Va, —a|l<e

vilket d& € dr godt. litet innebér att /a, — a, n — oco. (Beviset for a = 0 ar
analogt och kréaver den ensidiga uppskattningen % < €. Att det omvénda ej
dr sant visas enklast med motexempel, t.ex. féljde;l dér ar, = 1/k for udda k
och 2/k for jamna k). O
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Sats* (Leibniz konvergenskriterium). Antag
Larzay2--2ap 2>

2. lim a, =0

n— oo
Da galler
(o9}
Z (—=1)""ta, konvergerar
n=1

Bewvis. Satt Sy = ZN (—1)"'a,, N € R. Betrakta (San)3¥_;-

n=1

Son = (a1 —a2) + -+ (aan—1 — aan) < Son + (a2n+1 — aan+2) = S2n42
— —_—
>0 >0 >0

(Markerade termer positiva enligt férsta forutsittningen.) Alltsa (Son )3, véx-
ande talfoljd.

Sony =a1 —(ag —ag) —--- — (aan—2 — aan—1) — aan < ay
~—~
>0 >0 >0

Alltsé (Son)F—; uppét begrinsad. Satsen om monotona talféljders konvergens
ger (San )R-, konvergerar. Kalla gransvirdet S, dvs. Sony — S, N — o0.

Men Sony1 = Son +aant1 = S+0=5, N — co. Alltsd (Sn)F¥_; konver-
gerar ocksa med gréansvirdet S. O
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Lemma (Symmetri i potensseriers konvergens). > a,z{ konvergerar —
oo n
Y omeo anx™ absolutkonvergent V|x| < |z

Bevis. Antag att zo # 0 (annars trivialt sant). Konvergerar > °  a,z{ géller
anzly — 0, n — oo. DA finns N sd att |apzy| < 1 {6r n > N. Vi har

n

<

n

forn> N

n| _ o

|anx

X
axn. R
-] 2

X

n
For |z < |zo| géller 37 | =| konvergerar. Jimforelsekriteriet ger att 3- 2 ana”

ar absolutkonvergent V|z| < |zo]. O

Sats* (Om potensseriers konvergens). For potensserien .~ anx™ gél-
ler exakt ett av foljande pdastaenden (dar M dr mangden av reella © som
potensserien konvergerar for och R dr konvergensradien):

1. Potensserien konvergerar endast for x =0 (M = {0} R=0)
2. Potensserien dr absolutkonvergent for alla reella v (M =R R = o0)

3. 3R € (0,00) s.a. potensserien dr absolutkonvergent for alla |x| < R
och divergent for alla |x| > R ((-R,R) C M C [-R,R])

Beuvis. Fallet M obegrinsad delméngd av R. Fixera x € R. M obegrinsad —
Jzg € M s.a. |z| < |zo|. Lemmat ger d& att ) - a,z" absolutkonvergent dvs.
fall (2) géller.

Fallet M begrinsad delméngd av R. Sétt R = sup M, icke-negativt.

Om R = 0: D& giller M = {0}, ty om & € M dir & < 0 giller Y.~ jan@"™
(absolut)konvergent for x = I%\ enligt lemmat och detta motsiger definitionen
av R =sup M, dvs. fall (1) géller.

Om R > 0: Antag |z| > R. Da géller Y~ ; an,a™ divergent for om den skulle

konvergera skulle potensserien konvergera for x; = MTJrR > R enligt lemma
vilket motséger definitionen R = sup M.

Antag |z| < R. Da giller att ZSLOZO apx™ ar absolutkonvergent eftersom po-

tenssserien konvergerar for xo = m; R dvs. fall (3) géller. O
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Anmdrkning (Triangelolikheten for serier). Antag > -, bg, dir by € R Vk, ér
absolutkonvergent. D& géller | Y72, by| < > po bkl

Bevis. Satt o, = ZZ:1 b, — 22021 by = 0, n — oo da serien konvergerar.

A
Alltsd |on| = | D1 bkl < Sop_q bkl = Dpey bkl = A, n — oo d& serien
absolutkonvergerar. Alltsd —A < o, < AVn.Latn — ccochviser —A<oc < A
dvs. |o] < A. O

Sats* (Weierstrass majorantsats). Antag fr, : I = R, k € N
o |f(z)|<a,Vrel keN
e > 1o, ai konvergerar
Da galler
(o]
Z fx(x) konvergerar likformigt pa I
k=1

Bevis. Fixera godtyckligt « € I. Forutséttningarna medfor direkt att Y oo | fi(x)
ar absolutkonvergent enligt jamforelsekriteriet for positiva serier. Eftersom varje
absolutkonvergent serie konvergerar vanligt géller att Z;‘;l fr(x) konvergerar
punktvis pa I (d& x var godtyckligt). Kalla denna summa s(z), « € I.

Fixera godtyckligt € > 0. Eftersom ;- | ai konvergerar 3N si att

(oo} n [ee] oo
|Zak—2ak|:| Zak|: Zak<e Vn >N
k=1 k=1 k=n-+1 k=n+1
Vi har for € I géller
n oo A oo (oo}
s@-Y A@l=1 Y K@ Y @< Y ar<e ¥z Nveel
k=1 k=n-+1 k=n-+1 k=n-+1

Detta giller for € oberoende av  vilket innebér per definition att Y- fi(z)
konvergerar likformigt pa I.
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Sats (Kontinuitet vid likformig konvergens, Sats 1). Antag
1. s, € C(I) alla n.
2. sp = s likformigt pa I

Da gdller s € C(I).

Bevis. Fixera x € I. Fixera € > 0. For x,& € I géller
|s(z) — s(Z)] = [(s(z) = sn(x)) + (sn(x) = 50 (Z)) + (5n(F) — s(T))] <

A
< [s(x) = sn(@)| + |sn(x) = sn(2)] + |50 (T) — 5(Z)]

Givet att s, — s likformigt pd I dvs. finns N s.a. n > N = [s,(2) — s(2)| <
5 Vz € l. Vihar da, for n =N

€

3@) = su(@)] < §

+lsn(a) — sy (@) + 5

sy € C(I) medfor att det finns § > 0s.a. & € (x —dx+6)NI = |sy(z) —
sn(T)] < 5. Alltsa T € (x—d,2+0)NI = [s(x)—5(T)| <e = s C(I). O

Sats* (Gransovergang under integraltecknet vid likformig konvergens (slu-
tet och begrinsat intervall), Sats 2). Antag

1. s, kontinuerlig pa I = [a,b], a,b € R, a < b for alla n.
2. sp = s likformigt pa 1

Da gdller

lim [ s,(z)dz = /Is(:z:) dz

n—0oo I

Bevis. Sats 1 medfor att s € C(I). Fixera ¢ > 0. Da s,, — s likformigt pa I

galler
€

dN € Nsa.n> N = sup|s,(z) — s(z)| <
el b—a

Det géller

| [sut@rdn = [ st@yasl =1 [sn(e) = s(@) el 2 [ fsafa) = s(o)] e <

§/sup|sn(x)fs(x)|dx</ < dz =eforn>N
Izl [b—a

Pastaendet foljer. O
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Sats (Deriverbarhet vid likformig konvergens av derivator, Sats 3). Antag
1. s, € CM(I) for alla n, (I intervall).
2. s — g likformigt pa I
8. sp — s punktvis pa I

Dé gdller s € C1(I) och s’ = g.

Bevis. Sats 1 medfor g € C(I). Fixera a € I. Da géller for z € I.

/ g(t)dt = / lim s/ (t)dt 22 lim [ o (6)dt = lim [s,(t)]" =

a n—oo n—oo a n— 00

= lim (s0(x) — 50(a) = lim_s,(2) — lim_s,(a) = s(2) — s(a)

Alltsé s(z) = s(a) + [ g(t)dt, x € I. Vi far s € C'(I) och §'(z) = g(x),
zel O

Sats (Gréansovergang under integraltecknet for godt. intervall, Sats 2').
Antag

1. s, — s punktvis pa I (kan vara obegrinsat)
2. 3 en majorerande funktion g(x): I — [0,00) dvs.

(a) |sn(z)| < g(z), Vo €1, Vn €N
(b) [;9(x)dx < co (Riemannintegrerbar)

Da galler
lim [ sp(z)dz = /s(m) dz
I I

n—oo

(Bevisades ej under kursen.)
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Sats (Gransovergang under integraltecknet vid likformig konvergens, Sats
2"). Antag

1. sp kontinuerlig pa I = [0,00) for alla n.
2. sp, — s likformigt pd [0,a] for varje a > 0
3. 3 en majorerande funktion g(x): I — [0,00) dvs.

(a) |sp(x)] <g(x),Vx eI, VneN
(b) [;9(x)dx < oo (Riemannintegrerbar)

Da galler

oo

lim Sp(x)da = /OOO s(z)dx

n—oo 0

Bewvis. 1. s € C([0,00)) enligt Sats 1.

2. [y° s(x) dz € R (Riemannintegrerbar) eftersom
[sn(z)] < g(z) Vo ¥Yn medfor |s(z)| < g(x) Vz. Jamforelsesats for generaliserade
integraler ger att [;° s(z) dx existerar.

3. Fixera € > 0. Fixera L > 0 s.a. fLOO g(z)dr < §. Vi har

/000 Sn(x)da — /000 s(z) dx

:/Ooo|sn(x)—s(x)dx:/oLsn(x)—s(xﬂdx—i—/Loo Isn(z) — s(z)|  dz <

A
<lsn(@)|+|s(z)[<29(x)

Aw@uw—sm»m

A oo
SA [sn(@)—s(x)| do =

L [e9) L €
§/0 |5n(x)75(x)|dx+/L 2g(:c)dx</0 |sn(:c)fs(x)|d:r+§

Men s,, — s likformigt pa [0,L] enligt forutsittning.
Sats 2 medfor IN s.a. fOL |sn(z) — s(z)|dr < § allan > N. Slutsats:

/000 Sp(x)de — /000 s(x) dx

<e allan>N
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Anmdrkning (Newton-Raphsons metod). Vi vill iterativt 16sa ekvationen f(a) =
0. N-R:s metod ar en sadan iterativ metod. For varje approximation av roten
x, dras en tangent till kurvan y = f(z) i punkten (x,, f(z,)) och sd soks
skdrningen med x-axeln, som &r var nya approximation. Tangentens ekvation ar
da y = f(xn) + f(xn)(x — x,) vilket ger rekursionsformeln

Tn4+1 = Tn — f’(l‘ )
n

1. Antag att det finns en rot f(a) = 0, f € C?(I) pa ett intervall I och
O, L0, Tnt1 € I. DA giller

|Znt1 — al < Clz, —af?
for ndgon konstant C' (om begynnelseapproximationen &r tillrickligt nira).

Bevis. Taylorutveckla f kring x,.

1
0= f(a) = f(zn) + f'(zn)(a —xn) + if//(nn)(a - xn)Q
for ngt 1, mellan «,x,, vilket insatt i den rekursiva formeln ger

f(xn) _ _ f//(nn) (a _ xn)2

o =
f'(@n) 2f"(wn)
Om for = € I det galler |f"(z)] < K och L < |f'(z)| < M sa foljer det att

Tpyl — @ =Ty —

| < 57 lon —al?

Tn+41 al 27 Tn o
O

2. Antag att det finns en rot f(a) = 0, f € C1(I) pa ett intervall I och

T, Int1 € I, samt att uppskattningarna ovan for f’ géller. D& géller
lzn —af < C’|xn = Tn41]

for nagon konstant C.

Beuwis.
) |l 1
on = anpa| = | £023| > WGl L 1= g Y6 ton o

for ndgot &, mellan «,z,, (medelvirdessatsen). Omskrivning ger

M
|zn —al < f|$n — T
O

Dessa uppskattningar dr béttre &n vad vi bara far av att f &r Lipschitzkon-
tinuerlig.

Anmdrkning (Stirlings formel).

nl = (Z)"%(HO (;))

(Se uppskattningar pa sid. 63 i ELW.)
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